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VI Vorrede.

einer monogenen Function einer complexen Veriinderlichen mit dem
einer durch arithmetische Grofsenoperationen ausdriickbaren Abhingig-
keit vollstindig deckt* oder nicht, ermbglichen.

Das niichste Capitel enthdlt eine iihersichtliche Darstellung der
grofsartigen Theorie der eindeutigen doppeltperiodischen Functionen von
Weierstrass, die durch die Arbeiten von W. Biermann, Simon
und Miiller, Kiepert und neuerdings durch die von Herrn Schwarz
veroffentlichten ,,Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der elliptischen
Functionen“ so ziemlich (iemeingut der Mathematiker geworden ist.
Ich entwickelte die Grundziige dieser Theorie, um dem Leser die Frucht-
barkeit der vorangegangenen Lehren klar zu machen und ihm andrer-
seits zu zeigen, was flir einen Ausblick diese Theorie gewiihrt, wenn
man Functionen mit linearen Substitutionen in sich betrachten will.

Endlich in dem letzten Capitel werden die von Weierstrass auf-
gestellten Sitze und Definitionen iiber die Functionen mehrerer Vari-
abeln vorgetragen, und von den eindeutigen Functionen, die sich tiberall
durch den Quotienten zweier Potenzreihen darstellen lassen, wird ge-
zeigt, dafs sie rationale Kunctionen ihrer Argumente sind. Der letzte
Paragraph beschiiftigt sich mit dem irreductiblen algebraischen Gebilde
m'er Stufe im Gebiete von (m + 1) Grofsen.

Prag, im Mai 1886.
Der Verfasser.
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P] Erstes Capitel.

heifst die grofsere, die andere die kleinerc. Dieses gegenseitige Ver-
hiltnis bezeichnet man durch @ > b, b < a, wenn a die grifsere
Zahl ist. Mita=0>bgilt b=a, mit a =0 und b =c wird a =g,
und endlich folgt aus
a>bundd>c, a>ec

Will man die Vorstellung von der Zusammensetzung eines aus ver-
schiedenartigen Elementen bestehenden Gegenstandes gewinnen, so
mufs man angeben, welche Arten von Elementen und wie viele Ele-
mente der angegebenen Art vorkommen. Die zusammengesetste Vor-
stellung der einzelnen Gruppen gleichartiger Elemente ist die ,zusam-
mengesetete Zahl oder Zahlengrofse“. Man sagt ,Zahlengrofse“ darum,
weil die neue Zahl anders ausfillt, wenn man Elemente hinzufiigt
oder wegnimmt.

Zwei complexe Zahlen sind wieder gleich, wenn sie dieselben Kle-
mente in gleicher Anzahl enthalten.

Wir betrachten vor allem die aus gleichen Elementen gebildeten
Zahlen, welche gance Zahlen genannt werden, und nehmen einfache
Verkniipfungen mit ihnen vor, zu denen urspriinglich erfahrungsgemlfs
festgestellte Eigenschaften von Dingen der Sinnenwelt die Veranlassung
gegeben haben werden,

Wir bilden cine Zahl, die alle Elemente zweier aus demselben
Grundelement eusammengesetsten Zahlen a und b enthdlt.*)

Diese stets ausfiihrbare Operation heifst Addition und besteht in
der Vereinigung simmtlicher Elemente beider Zahlen zu einer. Be-
zeichnet man die gewonnene Zahl mit @ 4 b, so ist offenbar

a+b=b+a

a4+b4+c=a+4+c+b=b+a4c¢c
=b+t+c+a=c+at+b=c+b+ta
d. h. das Resultat der Vereinigung oder ,die Summe“ ist unabhiingig
von der Folge, in welcher die Summanden a, b, ¢ verbunden werden.
Neben diesem ,commutativen Verkniipfungsgesetz besteht das in der

Gleichung
a4+ @+ =G@+b)+e
ausgesprochene, welches besagt, dafs die Summe auch von der Ver-
einigung der Summanden in Theilsummen unabhiingig ist. Dieses Ge-
setz heilst das associative.
In der Summe kann man ferner jeden Summanden durch eine
diesem gleiche Zahl ersetzen.

und ebenso

*) Soll das Grundelement ¢, aus dem eine Zahl im Gegensatz zu der aus
der Einheit gebildeten Zahl g zusammengesetzt ist, besonders kenntlich gemacht
aein, so schreiben wir statt a ae.

ittt
‘e
.o
e



Die Elemente der Arithmetik. 3

Setzt man an Stelle jedes der Elemente einer Zahl b die Zahl aq,
so entsteht die Summe

a+a-+---a (bmal),

die man kurz mit @.b oder kurz ab bezeichnet. Die Operation, durch
welche ab (sprich @ mal b) gebildet ist, nennt man Multiplication;
ab heilst das Product der Factoren a und b, a der Multiplicandus,
b der Midtiplicator.

Wir bemerken, dafs das Product aus a ebenso zusammengesetzt
ist, wie b aus der Einheit oder dem Grundeclement, so dafs man sagen
kann:

Eine Zahl mit ciner andern mullipliciren heifst, eine dritte

Zahl so aus dem Multiplicandus bilden, wie der Mulliplicator aus

der Einheit gebildet ist.

Indem die Multiplication hier aus der wiederholten Addition hervor-
geht, ist sie nicht als selbstindige Rechnungsart anzusehen, und wir
werden sie erst spiiter als eine von der Addition verschiedene Ver-
kniipfungsweise betrachten miissen.
Man kann in
a+a-+---+ a (bmal)
aus jeder Gruppe von a Elementen eines herausnehmen und deren
Vereinigung gibt b. Dieser Vorgang ist a mal moglich; die Ver-

einigung gibt
b+b+ -+ b(amal) = ba,

ab=ba. 1
Bilden wir die Summe der folgenden b Horizontalreihen, deren
jede die Zahl ¢ amal enthiilt,
¢, €C...C
c,c...C

und es ist

¢, c...c
und andererseits die Summe der « Verticalreihen, deren jede die Zahl
¢ bmal enthilt, so folgt das Multiplicationsgesetz:
(ca) . b= (cd).a,

und weil die Zahl ¢ abmal als Summand vorkommt, ist ferner

(ca).b=(cb)a =c(ad),¥ (2)
d. h. das Resultat der Multiplication ist unabhiingig von der Folge
der Factoren und unabhiingig von der Zusammensetzung der Factoren
in Theilproducte.

*) Vergl. Dirichlet's Zahlentheorie.
1*
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Addirt man ¢ Gruppen (a + ), so folgt das dritte ,distributive®
Multiplicationsgesetz

(¢ +b)c=ac+ be, 3)

indem
@+De=@+0)+(@+ b+ + (@ +1) (cma)
@t at ot afomall) b (bbb -0 lemal])

ist.

Als Folge dieser Gesetze geht fiir das Product zweier Summen
a=a1+a'2+"’a‘m7 b=b!+b2+"'bn
ab= a,b,+ab+---+anbd,

+a.,b. + a,b, +-~-+a,,.b.
+ a b + "21’ + + an by
hervor.

Das Product von n einander gleichen Zahlen @ nennt man die
n'¢ Potenz von a und bezeichnet

a.a....a(nmal) mit e~

Die Zahl n heifst der Exponent der Potenz und « deren Basis.
Aus der Definition folgen unmittelbar die Eigenschaften

a” . a* = n,”'+"’ amnhm = (ab)m, amt = (am)n_

§ 2. Erklirung des Theilers und des Vielfachen einer Zahl.
Gemeinsamer Theiler, gemeinsames Vielfache zweier Zahlen.
Primzahlen und zusammengesetzte Zahlen.

Ist eine Zahl ¢ das Product aus der Zahl a und einer zweiten
Zahl n, so heilst ¢ ein Vielfaches von « und a ein Theiler von c.
Aus dieser Definition gehen die Sitze hervor:

1) Ist ¢ ein Vielfaches von a, a ein Vielfaches, von 4, so ist
auch ¢ ein Multiplum von b.

2) Ist in einer Reihe von Zahlen jede ein Vielfaches der nachst-
folgenden, so ist jede frithere ein Vielfaches jeder spiteren.

3) Ist sowohl a als auch b ein Vielfaches von ¢, so ist auch die
Summe a 4 b ein Vielfaches von c.

Man kann nun die Krage nach den gemeinsamen Theilern zweier
Zahlen a und b, von denen etwa « die grélsere sei, aufwerfen und
speciell den grifsten gemeinsamen Theiler verlangen.

Man zerlege a in b+ b+ ---b+ ¢, wo ¢ < b ist, b ebenso in
c+c+---c+d, wod<c ist usw.,, so entsteht eine Folge von
Gleichungen der Gestalt:
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2) Sind ¢ und b relative Primzahlen, hat aber ak den Theiler b,
so ist k& durch b theilbar.

3) Ist jede Zahl einer Reihe von Zahlen relativ prim gegen
jede Zahl einer zweiten Reihe, so ist auch das Product
aller Zahlen der ersten Reihe relativ prim gegen das Pro-
duct aller Zahlen der zweiten Reihe, und speciell sind die
Potenzen relativ primer Zahlen wieder Zahlen ohne gemein-
samen Theiler.

Wir kénnen auch die gemeinsamen Vielfachen zweier Zahlen, d.h.
dic Zahlen, welche durch @ und b theilbar sind und speciell das kleinste
gemeinschaftliche Vielfache angeben, dessen Vielfache die iibrigen Mul-
tipla von ag.und b sind. Ist

a=ma’, b=mb’
und sind ¢’ und b’ relativ prim, so hat jedes Vielfache von a und %
die Gestalt
n.ma'd’
und das kleinste ist ma’d’.

Nennt man eine Zahl p Primeahl, wenn sie nur die Einheit und
sich selbst zum Theiler hat, und bringt man p mit einer andern Zahl
a in Vergleich, so ist p eutweder Theiler von @, oder p und a sind re-
lativ. prim. Die Zahl p mufs ebenso Theiler eines Factors des Pro-
ductes @ . ... sein, wenn das Product und die Primzahl nicht rela-
tiv prim sind. Auf diesen' Eigenschaften der Primzahl beruht der
folgende Satz:

Jede Zahl a, dic nicht selbst eine Primzahll ist, lifst sich immer
nur auf etne Weise in cin Product von DPrimzahlen zerlegen.

Die Zerlegung einer Zahl ¢ in das Product von Theilern ¢,, a, ...
muls nimlich zu einem Abschluly fiihren, da diese Theiler immer kleiner
werden und nur eine beschrinkte Anzahl von Zahlen existirt, die
kleiner sind als «; der letste kleinste Theiler a, ist eine Primzahl p,,
und es wird ¢ = p,k,. Durch denselben Vorgang findet man fiir %,
eine Zerlegung k, = p,k, usw., endlich ist

G =D1PD3:--Pxn-
Eine zweite Zerlegung in ein Product von Primzahlen

%993+ qm
kann es nicht geben, denn andernfalls miilste das Product p, p, p,...px
und in diesem ein Factor z. B. p, durch g, theilbar sein, doch weil p,
eine Primzahl ist, folgt p, = ¢,, und ebenso ist etwa p, = ¢, usw.
Es folgt die vollstindige Ubereinstimmung und der Sats ist bewiesen.

Mit Hilfe der Zerlegung der aus Primzahlen zusammengesetsten
Zabhlen in ibre Primfactoren gewinnt man eine neue Ldsung der Auf-
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ist, folgt
«a+O—b=@@—=3) +b=0c.
Die Grilse (b — b) zu a hinzugefiigt lifst a ungeindert. Wir be-
zeichnen sie mit dem Zeichen O und dem Ausdruck Null. Besagt a,
dafs das Grundelement amal vorkommt, so sagt das Zeichen O, dafs
das Element nicht vorkommt.
Man findet auch leicht die in den folgenden Gleichungen nieder-
gelegten Eigenschaften der Differenz bestitigt:
a—@b—¢c)=a+c¢c-10
(a+c)—b+c)=a—-1
(a—¢)—(b—¢c)=a—0.
Die inverse Operation der Multiplication ist die Division.
Eine Zahl a durch eine Zahl b dividiren heifst diejenige Zahl
¢ bestimmen, welche mit b multiplicirt a gibt.
Man nennt ¢ den Quotienten aus dem Dividend a und dem Divisor b,
und bezeichnet
c= —Z— =a:D.
Nach der Definition ist
a
p b=ua.
Die neue Operation ist nur losbar, wenn der Dividend ein Viel-

faches des Divisors ist, aber dann in eindeutiger Weise, deun aus der
Annahme

a==ab=_>
folgt «=f.
Fiir den Quotienten gelten zufolge der Definition die Eigenschaften
a
am __a m __a am m
m b bS5 T"T Ty T v
mw

und ferner bleibt die aus einem Grundelement ¢ gebildete Zahl a bei
der Division durch e ungeiindert.

Der Quotient heifst auch Bruck, der Dividend und Divisor auch
Ziihler und Nenner. Ist in dem Bruche % a > b, so nennt man den
Bruch unecht, andernfalls echt.

§ 4. Einfiihrung der gebrochenen und negativen Zahlengréfsen.

Soll die Division unabhingig davon, ob der Dividend a ein Viel-
faches des Divisors b ist oder nicht, ausfithrbar sein, so mufs man ein
neues mit Hilfe der ganzen Zahlen zu definirendes Ding, eine neue
Grolse einfithren. A
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ist, wird
ne, =¢’,
d. h. &, ist der n'° Theil von ¢’ und nach der fritheren Bezeichnungs-
weise gleich —:; .
Es gilt nun auch die Beziehung

T N Emn = En,
und darum kann man jede aus den beiden Elementen ¢ und ¢’ und
deren Bruchtheilen zusammengesetzte Zahlengrofse a auf die Form

’
a En + ay 6y,

bringen, wo a, und a, nur aus e zusammengesetzt sind. Ist hierin
a, > a,, etwa a, = a, 4+ a, so wird

a = (a,&n + 0y8n) + &y = atp .
Ist a; < @, und zwar a, = a, 4+ B, so folgt a = f¢,; wenn endlich
ay = a, ist, so wird a gleich Null.

Zwei Zahlengrofsen der neuen Art sind wieder gleich, wenn sie so
umgeformt werden kionnen, dafs sie die positiven und negativen Ele-
mente e und ¢’, &, und &, in gleicher Anzahl enthalten.

Angenommen, dafs die Zahlengrofsen in der Form

a=a, + ae’ und b=0, + be’
gegeben seien, worin «,, a,, b,, b, nur aus den positiven Elementen
e und &, gebildet sind, so kaun man auch sagen, dieselben sind ein-

ander gleich, wenn
@ +bt=1b +a,

ist. In der That, mit @ = b mufs auch

a; + a,¢' +a, + by ="b, + be' +a,+ b,

e, +b,=0, + a, sein.

Die genannte Bedingung ist also nothwendig, sie ist aber auch hin-
reichend, denn offenbar folgt umgekehrt aus derselben: ¢ = b.

Zur Gleichheit von ¢ und b mufs demnach die Summe der posi-
tiven Elemente aus a und der entgegengesetzt genommenen negativen
Elemente von b gleich sein der Summe der positiven Elemente von &
und der entgegengesetzt genommenen negativen Elemente aus a.

Die Addition der meuen Zahlengrofsen besteht wieder in der Ver-
einigung derselben zu einer Grifse. Zufolge des jetzt geltenden Gleich-
heitsbegriffes kann man die positiven und negativen Theile gesondert
vereinigen und die hervorgehenden Summen zusammenziehen oder man
vollzieht die Verbindung in beliebig anderer Folge.

Die Multiplication zweier aus eutgegengesetzten Grundelementen
e, ¢ (oder den entgegengesetzten Hinheiten 4 1, — 1) und deren

und hierauf
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Bruchtheilen ’—: und : gebildeten Zahlengrofsen ist, wie wir gleich

sehen werden, mit Hilfe der Multiplicationsgesetze der aus e zusammen-
gesetzten ganzen Zahlen auszufithren, wenn man nur die Multiplication
der Grundelemente, also die Producte
ee, ee’, e'e, €'’

auszufithren vermag.

Unter Festsetzung der Permanenz der fritheren Verkniipfungs-
regeln setzen wir gleich ce’ =¢’e.

Um die genannte Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dafs neben

e e ee e e _ee ee _ee

— .« 2 =" auch — und =
m ” mn m n mn mn mn

ist. In der That schliefsen wir z. B. aus den Gleichungen

m(c_e')____(; :T'+%,:'+...+:'.:;((mmal))

m n
e e e e e’
=(m Tt m—(mma]))- n "¢
und
e e e e ,
m - — e — = e
n (m ”) = (n + ., + + (nmal)) ,
dafs )
e ¢ ee ce e e
m n  mn  am n m
wird. Ebenso gilt
g€ e _ee e e ¢
m m mm mm n 0m

Wir miissen daher zur Multiplication unserer Zahlengrofsen nur noch
die Regeln fiir die Multiplication der Grundelemente kennen lernen.

Wegen ¢ 4 ¢’ =0 ist

a=a-+4e4e und ac=aec+e¢+ ¢
Die Multiplication der ersten Gleichung mit e fithrt auf
ae=uae+ ce+ c’e,
und wenn ee = e festgesetzt wird, folgt
ee=ce =c¢e'.¥)
Weil ferner die Gleichungen
ae’=ae' + e+ ¢, ae' =ae +ee +e'e
bestehen, wird o
e'e’ =e.

Sind pun @ und ) zwei aus ¢ und ¢, & und &, zusammengesetzte
Zahlengrofsen, so besteht die Multiplication von ¢ mit b darin, dals
man eine dritte Zahlengrofse aus @ und der entgegengesetzten ae’ und

*) Es ist entweder ee = e oder e'¢’ = e’; eine Gleichung mufs festgesetzt sein.
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den Bruchtheilen beider so bildet, wie b aus den Grundelementen ¢ und
¢’ und deren Bruchtheilen Zusammengesetzt ist.

Die Subtraction positiver d. h. aus e und den Bruchtheilen % ge-

bildeten Zahlengrofsen ist mit Hilfe der aus den entgegengesetzten
Elementen ¢’ und &, gebildeten negativen Zahlengrifsen stets aus-
fithrbar, denn die Zahlengrofse, welche zu b addirt a gibt, ist offen-

bar a + be’.
Diese Grolse war frither mit @ —b bezeichnet, daher schreiben wir
a—b=a-- be’
und nunmehr fiir be’ einfach — b, fiir ¢ — ¢ und nennen ¢’ = — 1

die negative Einheit.

Die der positiven Grofse b oder be entgegengesetzte negative ist
nun — b = — be==De’ und in dieser heilst b der absolute Betrag von
— b. — Will man anzeigen, dafs eine Grofse ¢ nach gehdriger Trans-
formation nur positive Elemente enthiilt, so setzt man derselben das
Zeichen + voraus. Ist b ganzzablig aus — 1 zusammengesetzt, so
heifst diese Grifse eine negative ganze Zahl. Ihr absoluter Betrag
— b wird mit | b | bezeichnet.

Die Subtraction negativer Grofsen ist jetzt durch Addition der
entgegengesetzten positiven Grofsen zu ersetzen.

Die Multiplication einer Zahlengrifse a mit Null gibt Null, denn
es ist

a(m—l— (—m)) =am+ta(—m)=a(m—m)=am —am=20,
und umgekehrt folgt aus ab = 0, dals ein Factor Null ist.

Die Division besteht wieder in der Ermittelung von ), wenn in
a — ¢ a und ¢ gegeben sind. .

Die Rechnungsregeln folgen aus der Definition der Rechnungsarten.

Ein Product ab = ¢ #ndert sich, sobald b andere und andere
Werthe erhilt, aulser wenn a=0 ist. Umgekehrt ist b stets bestimmt,
aulser in eben diesem Falle @ = 0. 1st neben a auch ¢ gleich Null,

so kann man b beliebig wilhlen und darum ist % keine bestimmte
Zahlengrofse. Ebenso wenig hat % einen bestimmten Werth, denn wiire

% die bestimmte Grofse, welche mit Null multiplicirt ¢ gibt, so miilste
° . O=c=c¢ .9_
0 0
gein oder die bestimmte Grofse ¢ wiire unbestimmt. Dieser Wider-
spruch néthigt uns, die Division durch Null als unzuliissig zu erkliren
und auszuschliefsen. —
Es ist nun gezeigt, dals die fiir die ganzen Zahlen aufgestellten

Rechnungsarten mit den positiven und negativen ganzen und ge-
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griffes nach dem Princip der Permanenz der formalen Gesetze wih!cn.
Bei der Einftihrung eines neuen Begriffes in die Mathematik ist s
oftmals gewissermafsen willkiirlich, in welcher Weise man die auf
frilhere Begriffe angewandten Operationen auf die neuen ibertrigt.
Ist etwa die Definition der Potenz einer rationalen Zahlengrifse a
durch wiederholte Multiplication gegeben:

a*=a.a...a(nmal),
so zwingt uns von vornherein nichts, dafs wir unter der ganzzahligen
aber negativen Potenz etwas Bestimmtes verstehen. Unterwerfen wir
aber die positive ganzzahlige Potenz den fritheren Operationen und
lassen wir die Rechnungsregel

am m—n

-;;;' = Q@ (m > ”)
auch dann gelten, wenn m — n negativ oder Null ist, so folgt
1

a” -_—1n

ag—m—m) —

als Definition der negativen Potenz und ebenso a® = 1.

§ 5. Besondere Darstellung der rationalen Zahlengrdfsen.*)

Wir wollen eine bestimmte Darstellung der bisherigen positiven
Zahlengrofsen und zuerst der aus dem Grundelemente ¢ =1 gebildeten
positiven ganzen Zahlen besprechen.

Ist o eine hestimmte Zahl > 2 und a eine beliebige Zahl > «, so
wird @ mit einer der ganzzahligen Potenzen

) o, ¢, &d, ... an, emtl .
iibereinstimmen (@ = a™) oder zwischen zwei aufeinander folgenden
liegen (e™ < ¢ < am+!), In diesem KFalle ist nothwendig
a=am"¢c oder g=amc-+r,
wo die ganzen Zahlen ¢ < « und r < o™ sind.
Ist » > «, so muls

) r=c ™ oder r=cae™-| 7
sein, wo neben
m<m 1< <ea, rB<aom

ist. Im Falle r, > « setze man neuerdings
7, = c,e™ oder r,=c,o™ - 7,,
m<m 1<¢<e, r,<am
usw. So fortfahrend wird man zum mindesten nach (m— 1)maliger

%) Siehe Stolz: Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik.
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Wiederholung zu einem Reste 7, < « gelangen und kann e als

Summe
cam 4 ciam=t 4 . -+ Cpr@ + Ty 1)
darstellen, in der ¢, ¢, ... ¢u—1 der Grifsenreihe
0,1,...a—1

entnommen sind,

Diese Darstellung ist nur auf eine Art mdoglich; denn setzt man
auch

a=doa*+diort .. dy a4 pay,

so ist die Ubereinstimmung der beiden Darstellungen leicht erwiesen.
Da sowohl

e < a < amt! als auch o*<a < ar+!

gilt, ist ja
am L artl, or <L amtl
und diese Ungleichungen bestehen nur zusammen, wenn n = m ist.
Weil ferner
cer<a<(c+ e, der<a<(d+1)am

ist, mufs
e<d+1, d<c+1, alsod=c
sein. Durch dieselben Schliisse folgt d, =¢,, dy=1¢,, . . .. pu—1 =
Ym—1, q. €. d.
Nehmen wir nun eine aus der Einheit und deren Bruchtheilen ge-

bildete (positive) rationale Grofse '; auf, so ist entweder
a=cyb oder a=cb 4 7,

wo von den ganzen Zahlen ¢, und r, die letztere kleiner ist als . Ks

wird also
a

5 =0y oder co<%<co+l.

Bildet man ar; = ¢,b oder ar,=c¢,b+ r,, wo ¢, eine ganze Zahl
aus der Reihe 0, 1, 2,... ¢« — 1 und 1 <#», < b ist, 80 wird

a [ [ 4 1
3 =0+ - oder co+‘&"<"o<co+“‘%—‘
Indem man die Divisionen
a L7 ar T ar 7
e, Pt ot

ar Tud1
SO ELC P

fortsetzt, folgt fiir —Z— eine Darstellung:

F=at 424+, @

Biermann, Fanctionentheorie. 2
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wenn die Division einmal ohne Rest r,, aufgeht. Weil mit der Gl: -

af
chung —5=— = ca

m
Le=em—te  an=te,+ -+ @1+ Cn

wird, sieht man, dafs die genannte Darstellung nur maiglich ist, wenn
b allein aus Primfactoren von o zsusammengesetzt ist; dann aber gibt

es fiir -:— nur eine in Rede stehende Darstellung, in der man auch ¢,

in der fritheren Weise ausdriicken kann.

Sollte keine der Divisionen aufgehen, so gibt es in der Reihe der
Grofsen r hochstens b — 1 verschiedene, da nur b — 1 ganze Zahlen
kleiner als b existiren. Wenn es somit in der Reihe 7., #,...7,_;
einen wiederkehrenden Werth 7, gibt und etwa

. . Ytk =T
ist, so wird

Cntikdx == Cnixy Tmtktx = Tmix (x =1,2... k)
und folglich wiederholen sich in der Reihe der Grofsen ¢, 41, Cuyo. . -
die £ <b— 1 Grolsen ¢m41, Cm42 ... Cmt+r ohne Ende.
Die Zahl

emp10 " Cpgeet 40+ Cnprr@ - Cngr=C
heifst die zu -g— gehorige Periode in Bezug auf die Basis «. Ob man

in dem Falle des Erscheinens einer solchen Periode
c c 1 1
i=atota+t "'+;::+;n¥;(1+;k +7;+"")

setzen kann, mufs erst untersucht werden, denn jetzt konnen wir aus
der Beschaffenheit unmittelbar aufeinander folgender Grofsen ¢ nur
schlielsen, dafs die Ungleichungen

SO IOV TR LA NI BT
R o R e T R
bestehen. Der absolute Betrag der Differenz der Grolsen, zwischen

a

welchen - eingeschlossen ist, ist gleich l; und dieser kann bei hin-
o

langlich grofs gewihltem n kleiner gemacht werden, als ein noch so
kleines Element &, = —:f .

Wir erkennen also, dafs die Darstellung einer positiven rationalen
Grolse %— nicht immer in der Form einer Summe einer endlichen An-

zahl ganzer Zahlen und Briiche mit den Potenzen einer fest gewihlten
Zahl « als Nenner moglich ist, und bei dem Versuche, diese Dar-
stellung allgemein durchzufiihren, begegnen wir Summen mit einer
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1 1

1 1 1
s Tapt o Fara>tm T

ist, so ist die genannte Grolse unendlich.

Eine Grifse a heifst endlich, wenn es eine aus einer angebbaren
Anzahl von Elementen gebildete (rationale) Zahlengrilse gibt, die in
a nicht als Bestandtheil enthalten ist, oder wenn man eine aus einer
beschriinkten Anzahl von Elementen zusammengesetzte Zahlengrolse b
angeben kann, der Beschaffenheit, dafs jede aus Elementen von n ge-
bildete Zahlengrofse in b enthalten ist.

Nach diesen Definitionen heifsen zwei Grofsen der neuen Art
gleich, wenn jeder Bestandtheil der einen Grofse in der anderen als Be-
standtheil enthalten ist.

Diese Definition umfalst offenbar die fritheren Definitionen der
Gleichheit rationaler Zahlengrofsen, bei denen wir ja auch von Be-
standtheilen sprechen kénuen.

Zwei unendliche Grolsen sind einander gleich und jede ist grofser
als jede endliche Zahlengrolse.

Wir stéllen nun folgende evidenten Sitze auf:

1) ist b ein Bestandtheil von a und b = ¢, so ist auch ¢ Bestand-
theil von a.

2) Ist ¢ in b und b in a als Bestandtheil enthalten, so ist auch
¢ Bestandtheil von «.

3) Sind @ und b ungleich, so mufs es eine Grofse ¢ geben, die
in @ oder b enthalten, aber in b respective ¢ nicht enthalten
ist. Dann ist jeder Bestandtheil vou § in «, beziehungsweise
jeder Bestandtheil von a in b enthalten.

In dem ersten Falle heilst a grifser als b, im zweiten « kleiner
als b.

Zum Beweise des dritten Satzes sei

b=1>, +b,, b <e,
also b, ein Bestandtheil von ¢. Wenn ¢ Bestandtheil von a ist, wird b,
in b und @ enthalten sein; und das gilt von jedem Bestandtheil von b.

Fiir die Gleichheit zweier Grofsen lifst sich ein einfaches Krite-
rium angeben.

Wir bemerken zuniichst, dafs in der Kolge von Zahlengrofsen

1 2 mn m+41

R EETI e BT
gewils eine erste existirt, die gleich oder griofser ist als eine vor-
gelegte endliche Grofse a. Es sei

m+4 2
n 2a,
dann wird
m-+1 m m— 1
" <uwa, e <a, S—<a,....
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Sind ¢ und b zwei durch cine unbeschrinkic Anzahl von Elcmenien
zusammengesetste ungleiche Grofsen, so kann man in dem I'ulle b < a
stets eine rationale Grifse & so finden, dafs auch noch

b+d<a
wird; ist aber a < b, so existirt einec Grifse 8, ftir die noch dic Un-
gleichung be—d>a

erfillt wird.
Beweis. Es sei
1 1 1
a= +_”:+...+ 'n,+"'
und b < «, dann gibt es cinen Bestandtheil ¢ von @, der nicht in &
enthalten ist. Denken wir jetzt aus a so viele Elemente ,:— heraus-
gegriffen, dafs #
1

1 ' 1
CS"‘ + 11,+“°+'n,’
80 wird ¢+ "!~ auch Bestandtheil von @ scin, aber gewifs nicht von
y41

b4, wenn 6 < ';1 gewihlt ist. Man kann also ein & der For-
r41

derung gemiils angeben.

Ist b < a, so kann man aber auch einc Grifsc & so bestimmen,
dufs b+ 0 = a wird.

Beweis. In der That wihlen wir aus der Elementenreihe

1 1 1 1
S B

zwei aufeinander folgende Terme -,
-
1 1
bty >a>b+ )
und gilt hier die Gleichung a = b 4 ni , so ist ,: -die  verlangte
1 1

L , 8o dals
"y

Grofse 0. Im Falle a > b 4 »’:‘- suche man ein Element —’:‘ , 80 dafls

1 1 1 1
UL T R
Es kaun hier %, > n,, aber nicht %, < n, sein, sonst wire niimlich

die erste Ungleichung nicht richtig. — Gilt hier das Gleichheitszeichen,

so ist ,: 4+ —,:,— = 0, andernfalls bestimmt man ein Element, so dafs
1

1 1 1 1 1 1
Pttt m b > et ot

usw. Durch das beschriebene, vielleicht endlose aber bestimmte Ver-

fahren wird eine Grolse & definirt, denn man kann ibre Elemente

nach und nach angeben; sie ist endlich und erfiilll die Gleichung

b4 0=a.
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zu bewcisen, indem min zcigt, dals jeder Bestandtheil der links ste-
henden Grolsen in den entsprechenden rechts vorkommt und umgekehrt.

Nach Avufstellung des Begriffes einer aus einer unbeschriinkten

Anzahl von Elementen gebildeten Grofse, nach den Definitionen des

Gleich-, Grofser- und Kleiner-Seins zweier solcher Grifsen, muls man

untersuchen, ,0b und wie sich fiir dieselben die arithmetischen Grund-

~~~~—-operationen so definiren lassen, dals erstens die aus zweien Grblsen

a und b gebildeten Grofsen

a+b, a—0, abd, %

Grifsen derselben Art sind und zweitens die in den auf Seite 15 an-
gegebenen Gleichungen ausgesprochenen Gesetze gelten.“

Die erste Gleichung verlangt, dals die Sumine zweier Grilsen a
und b als eine dritte Grifse definirt wird, welche alle Elemente von
a und b enthiilt und zwar in der Vielheit, als sie in @ und b zu-
sammen vorkommen.

Die Summe a + b ist mit @ und ) endlich, denn es gibt Zahlen-
grofsen @ und B, die grofser sind als jeder Bestandtheil von a resp. b,
und « + B wird grofser als jeder Bestandtheil von a + 0.

Die Summe einer angebbaren Anzahl endlicher Grifsen ist wieder
endlich, die Additionsgesetze bleiben erhalten und gleiche Grofsen
vertreten cinander in der Summe,

Das Product zweier Grofsen a und b ist eine Grofse, die aus den
Producten jeglicher Elemente von ¢ und ) zusammengesetzt ist. Dar-
nach kann man angeben, welche Elemente und in welcher Anzahl
diese in dem Product vorkommien, dasselbe ist also begrifflich definirt.
Man muls nur zeigen, dals das Product mit den Factoren endlich
bleibt, dafs die Multiplicationsgesetze erhalten bleiben und sich in
dem Product gleiche Grofsen vertreten konnen.

Zufolge der Definition der endlichen Grifse kann man eine ratio-
nale Zahlengrofse « angeben derart, dafs jeder Bestandtheil (¢, 4+ a,
+ -+ au) von a in a enthalten ist. Ebenso sei § eine rationale
Grofse, die jeden Bestandtheil (b, 4 b, 4 - -+ 4 bm) von b enthilt.
Greift man hierauf aus dem Producte abd einen Bestandtheil

r=3 S

u=1 r=1

heraus, wo &k und ! kleiner oder gleich m beziehungsweise n bleiben,

so ist
n

<D Sab <as
n=1 =1
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Jetzt konnen wir diese Grifsen direct als Summe unendlicher
Reihen in die Rechnung einfiihren und verstehen unter der Summe
diejenige Grofse, nach welcher die Theilsummen S,, S,... S,.. con-
vergiren. Wir miissen nur noch zeigen, dals bei gehoriger Definition

auch ¢ — b und % Grofsen gleicher Art bleiben wie ¢ und b und
dafs die Gesetze gelten:
(@a—b)+b=a, —g—b=a.
Die Subtraction neuer Grofsen « und b macht keine Schwierig-
keit, wenn der Minuend grofser ist als der Subtrahend. Andernfalls

muls man auch Grifsen einfilhren, die aus ciner unendlichen Aneahl
positiver und negativer Elemente susammengesetzt sind.

Es seien
a=a, 4+ (—a), b=>+(—1,)
zwei solche Grofsen, wo a,, a,, b,, b, aus unendlich vielen positiven
Elementen gebildet sind. Sie heilsen gleich, wenn

a;+ b, =a, + b, :
ist. Ist dann @ = b und b = ¢, wo ¢ =¢, 4 (— ¢,) sei, so folgt aus
ay+by=a,+0b uwd b+c=>0+c¢
a,+c,=a,+c¢ oder a=c.

Eine aus unendlich vielen positiven und negativen Elementen zu-
sammengesetzte Grofse a heilst wieder endlich, wenn eine positive
Grolse existirt, die grofser ist als der absolute Betrag irgend eines
Bestandtheiles von a.

Ist a endlich, so mufs umgekehrt sowohl die aus den positiven
als auch die aus den negativen Elementen von a allein zusammen-
gesetzte Grofse endlich sein. —

Eine Zahlengrifse a aus unendlich viclen positiven und negativen
Elementen &, — %17. resp. &, = — % kann durch eine endliche An-
zahl vonm Operationen stels so transformirt werden, dafs der absolute

Betrag der megativen (oder positiven) Elemente kleiner wird als eine
beliebig kleine positive Grifse 0.

Bezeichnet man
1 1
o = E’_ , B= E,T,‘

p=l,2..." v=1,2...
und ist etwa « > 8, so kann man § = B, -} f, so zerlegen, dals 3,
Bestandtheil von « und 8, < 8 wird. Setzt man darnach « = «,+8,,

so wird

a=0a—f=n0+(—F).
Wire a < 8, so entstiinde in dieser Form ein positiver Theil, der
kleiner ist als das vorgegebene 9.
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der rationalen Grofse ¢ kleiner ist als Eins, und vergleichen sie mit
einer Reihe

a+t+actac*+ .- Facr+ ...,
wo a grolser ist als jede der Grolsen «,. Die Summe der ersten Reihe
ist gewils kleiner als die der zweiten, denn jeder Bestandtheil jener
gehort auch dieser an. Die Summe der ersten n (lieder der ersten
Reihe ist nicht grifser als '

atactact+ . - facr—! =a TC

und der absolute Betrag jener Summe ist kleiner als die endliche
Zablengro(se
a
i—e¢
Das gilt fiir jedes 7, daher ist die Summe der ersten Reihe endlich.
Bestehen die Grdfsen a, und ¢ aus unendlich vielen Klementen,
so bestimme man zwei positive rationale Griofsen « und yp, derart dals

a>a, (v=1,2..) und 1>y >|¢|,
wo |c| den absoluten Betrag von ¢ bezeichnet. Dann ist der absolute
Betrag jedes Gliedes a,c”

laye'] < ey
und der absolute Betrag der Summe einer endlichen Anzahl von Glie-
dern der vorgelegten Reihe wird wieder kleiner als
[ 2
11—y
d. h. auch jetzt ist die Reihe Za;c’ endlich.
vy=0,1,2...

Die Anwendung dieser Betrachtungen auf die oben gebildete Reihe
a a q a q\? a q\
ERE A AR L DAL oD Ry
deren Glieder immer kléiner und kleiner werden, lehrt unmittelbar,
dafs sie eine endliche Summe besitzt. —

Das Product der Reihe und (p 4 ¢q) ist ferner gleich a, denn
man kann entsprechend einem vorgelegten Bestandtheile von a ein n
8o bestimmen, dals auch die Summe

” 1—(— q\*

SSTe (Lo ayTto .L_____(___g)__

(p+q)2:p( s (2 +9) )

e P
q n
(1-(-%) )
diesen Bestandtheil besitzt, und umgekehrt ist jeder Bestandtheil des
Productes in a enthalten.

oder
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ist, dann die grolste Zahl e, der Form f,e*—! (8, > @), derart dafs
a— (@ + @) >0

wird usw. .

Wenn es keine rationale Zahl

p=a+ea+---+a =pa 4 ot 4 .- Py
der verlangten Beschaffenheit gibt, oder — wie man sagt — keine
rationale zweite Wurzel aus @, so lifst sich das angegebene Verfahren
unbegrenzt fortsetzen und die successive gewonnenen rationalen Grofsen

=0, po=0 +a, ... =0+ ,+ -+ a,, Ve
haben die Eigenschaft, die von p geforderte Beschaffenheit immer ge-
nauer und genauer zu erfilllen, indem die Differenzen
a—p? a—p?2 ...a—p?, ...
immer kleiner und kleiner werden. Zu einer beliebig kleinen positiven
Grofse 0 kann man aber ein m so bestimmen, dafs die Differenz jedes
auf p, folgenden Gliedes p,.4, der unbegrenzt fortsetzbaren Reihe

LED LTEEED 3
und p,, selber kleiner wird als 0.
Wir betrachten allgemeiner eine unendliche Menge rationaler
Grolsen
@y Gy oo Quy ..
und setzen fest, dafs zu jeder beliebig klein gewihlten positiven (ratio-
nalen) Grofse 0 nur eine endliche Anzahl (m — 1) von Gliedern der
Folge (a,, a,, ¢y...) gehore, derart dals die ibrigen Glieder paar-
weise eine dem absoluten Betrage nach kleinere Differenz besitzen, als
0 anzeigt. Eine solche Reihe von Grifsen mit der Eigenschaft
o —al<a (G215 )
heifst eine Fundamentalreihe und speciell eine Elementarreithe, wenn
die absoluten Betrige der Grolsen a, mit wachsendem Index n unter
jede noch so kleine positive Grofse herabsinken.*)

Aus diesen Definitionen geht hervor, dals die absoluten Betriige
der Glieder einer Fundamentalreihe stets kleiner bleiben als eine end-
liche Grofse und grofser als eine von Null verschiedene Gro(se.

Eine Reihe endlich bleibender Grifsen a,, deren absolute Betrdge
von cinem bestimmiten m ab niemals abnehmen, ist eine Fundamental-
redhe. .

Wire niimlich die Eigenschaft

| Ontr — an| < 0
nicht erfilllt, so miilsten die absoluten Betrige |a, | mit wachsendem

*) Vergl. Heine's Abhandlung in Crelle’s J. Bd. 74.
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Unter dem absoluten Betrage der der Fundamentalreibe (a,,
a, ...) zugeordneten Grofse versteht man die zu der neuen Funda-
mentalreihe (|a,|, |a,|,...) gehorige Grofse,

Der absolute Betrag der einer Reihe (a,,a,...) zugeordneten
Grofse a heilst grofser oder kleiner als der absolute Betrag der einer
zweiten Reihe (b, b,,...) zugehorigen Grofse ), jenachdem die
Differenzen |a.! — |ba| von einem bestimmten % ab stets positiv
oder negativ bleiben.

Lilst man in einer Fundamentalreihe (a,, a,,...) eine beliebige aber
endliche Anzahl von Gliedern fort, so ist die der neuen Reihe

R A TN
zugeordnete Grofse gleich der der ersten zugehorigen Grifse, denn

’

A — @y, Gy —ay,y . ... Gy — Gy ...
ist eine Elementarreihe.

Man kann jetzt sagen, dals die einer Fundamentalreihe zugeho-
rige Grofse a ist, wenn die Terme von einem bestimmten endlichen
ab gleich a sind.

Nach dpesen Definitionen, durch welche der Begriff der neuen
Grolse fixirt ist, fragt es sich, ob und wie man fiir dieselben die
arithmetischen Grundoperationen zu definiren hat, damit unsere frither
gestellten Forderungen auch hier erfiillt werden.

Man definire die Rechnungsoperationen durch die Fundamental-
reihen; und zwar verstehe man unter den Grofsen

a+b, a_b, ab)

a

3

wo a und ) die den Reihen (a,, a,...) resp. (b, b,...) zugeordneten
Grofsen bedeuten, diejenigen, welche der Reihe nach zu den neuen
Fundamentalreihen

(ay + by, ag+ by,-..), (@ — by, a3 —0,,...)

(a,b,, ayb,,...), ;: , %: .- )
gehoren.
Dann haben die Gleichungen

a+b=¢, a—b=c¢c, ab=c,

T =c
die bestimmte Bedeutung: die Fundamentalreihen, zu welchen die
Grofsen auf beiden Seiten gehoren, sind gleich.

Man beweist leicht die Giltigkeit der arithmetischen Grundgesetze
und ebenso die Richtigkeit der aus den letzten Gleichungen entstehen-

den Beziehungen:

a=c—b, a=c+0b, a=;—, a=hbc.
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d—|at*| und 4, — [alr|

gleichzeitig positiv, w. z. b. w.
Ist jetzt & die einer Fundamentalreihe zugeordnete Grofse und
sinken die absoluten Betrige der Griofsenmenge

€ — @, @— Gy, ...t — Gy..
unter jede noch so kleine positive Grofse d, so heifst ¢ wieder die
Grenze der a,.

Daraus folgt, dafs « gerade die Grense der Terme jemer Reihe
(ay, ayy ... a,...) tst, welcher e zugehort, denn

¢e—a, €—aGy, ... 0 —Qy...

sinken fiir hinlinglich grofse » unter jeden Werth & herab. Lim «,
existirt und ist gleich a. — ye=

Bei einem Riickblick bemerken wir nun, dafs uns bei der Ein-
fihrung der den Fundamentalreihen zugeordneten Grofsen a ganz die-
selben Aufgaben begegnen wie bei den gebrochenen und negativen
Grofsen. In Folge neuer Aufforderungen werden neue Grofsen definirt
und deren Eigenschaften untersucht und endlich deren Rechnungs-
regeln ermittelt. Hier ist

lim a, = a
die besondere Rechnungsregel, wie z. B. (— 1) (— 1) = 1 eine war.

In dem vorigen Paragraphen nahmen wir die aus einer unend-
lichen Menge endlicher rationaler Zahlengrofsen (unter denmen keine
unendlich oft vorkommt) zusammengesetzten Grofsen auf, setzten aber
fest, dafs sie nicht jede rationale Grdlse als Bestandtheil enthalten,
dann konnten wir diese Grofsen mit den rationalen und untereinander
vergleichen, konnten fiir dieselben die Addition und Multiplication den
Forderungen gemils definiren, und nachdem so — wie Georg Can-
tor sagt — ,die neue Grofse vermdge der ihr durch die Definitionen
gegebenen Beschaffenheit eine bestimmte Realitit in unserem Geiste
erhalten® hatte, lie[s sich dieselbe als Summe unendlich vieler Grofsen
in die Rechnung einfithren, denn diese Summe war dadurch zu de-
finiren, dals man sie der neuen Grofse gleich setzt.

Die durch die Fundamentalreihen gewonnenen Zahlengrifsen sind
keine anderen als dic durch die Zusammensetzung unendlich vieler be-
stimmter rationaler Grifsen definirten Grifsen.

Da nimlich in der unendlichen Reihe

o t+a+---+at---

kein Element ;ll— unendlich oft vorkommen darf, so konnen die abso-

luten Betriige der Terme a, nicht bestindig wachsen, sondern sie
miissen von einem bestimmten ab bestindig abnehmen., Es gibt also
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a+b=2"(a,+ﬂy)8y, a—b=§7(a,—ﬁ,)e..

r=1 r=1

Es soll auch ab eine aus den Einheiten (e, ¢, ...e.) gebildete com-

plexe Grofse ¢ sein:
¢ = 2;71"' ’

und zwar soll sie dadurch abgeleltet werden, dals man die Gesetze
der Multiplication ganzer Zahlen auf a und b anwendet.
Daraus folgt

at = 3 Sauea) (be) = ZZ(aﬂb ) (euts),

u=1 r=1
und indem das Product zweier Emhelten euey ebenfalls eine complexe

Grofse der Form
M n
., (2)
Euv €2

i=1
sein soll, ergibt sich .
(
ab = E (a,.b,e,,i) €,

nna

wo unter 2 das Zeichen 222 also eine dreifache Summe

F"'
zu verstehen ist.

Da die Gleichungen
euty =66, (eu&s)ar=1(e.ar)e, (,v,A=1,2...m)
bestehen,' sind die Gréfsen s:f). an Bedingungsgleichungen gebunden,

und zwar fithren die ersten Gleichungen zu den Bedingungen

@ @)
El‘o y = 8";[‘ ’

die zweiten auf die Gleichungen
@ @y W W
25;415;4'1' = Ey'y Ep - [ ]
Im Falle n=2 lauten diese Gleichungen mit Riicksicht auf die ersten:

5(’) ‘_.(l) 8(2) 8“) =0

n Fo 12 E1a .
(2) 1) (2) (L1 1] (2)
(6 ) — & (en - as) =0
ayf (2) m [ (2)
£og (‘u — &) — & (£ ) =0.

Den angegebenen Bedingungsgleichungen kann man aber bei jedem
n > 2 noch durch unendlich viele Werthsysteme fiir e:f: geniigen,
In dem Falle n = 2 setze man nur
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Werthe haben, dafs 4 mnicht fiir ein beliebiges Werthesystem
(Bys By ---Pa) Null wird, kann es trotzdem specielle Werthesysteme
und specielle Grt')fsen b geben, fiir die o verschwindet. Wihlt man

aber die Grofsen s,,, allen genannten Bedingungen gemils, setzt a =0
oder ¢, = @) ="-..=a, =0 und bestimmt hierauf die Grofsen §,,
Byy...Bn, -derart, dals 4 =0 ist, so kann man fiir die Grofsen p,
unendlich viele Werthe angeben, welche den Gleichungen

2(7'282"5# =0 .(1 =12,...2)

gentigen, und zu jedem Werthesystem gehort dann eine Grofse ¢ der
Beschaffenheit, dafls das Product unsercs speciellen b und ¢ Null ist,
ohne dafs ein Factor verschwindet.

Deshalb heifst eine solche specielle Grofse b ein Theiler der Null.

In der Theorie der Zahlengrifsen aus einer Haupteinheit konnte
man nur der Null unendlich viele Grofsen y gleicher Art zuordnen,
so dals

Oy=0

ist, es war also nur die Null ein Theiler der Null, oder ein Product
konnte nicht verschwinden, wenn nicht einer der Factoren Null war.

Will man diesen Satz in der Theorie der aus mehreren Haupt-
einheiten zusammengesetzten Grofsen erhalten sehen, so mufs man
offenbar den Grolsen s:",’ noch derartige Beschrinkungen auferlegen,
dals 4 nur fir g, =g,= --- = f, =0 verschwindet. Wir thun
dies in dem FKulle zweier Einheiten ¢, und ¢,. — Da lauten die Be-
stimmungsgleichungen fir die Grifsen p, und p, mit Riicksicht auf

die bei der Multiplication eingefithrten Bedingungen fiir die Grofsen &):

nl@wo+ n't)p + mephs] + v, [mef + 7'0h,] =

71 (mehy + m'eh] + v, (' th) + (o — 7' 0)By] = a,.
Die Determinante dieses Gleichungssystems wird

d= (@4 oan’ — oa?) . [tf,;* — 0B, — 08,%]

und die Auflésungen heilsen:
Al, {["’"ﬂn 1 (me — ='0) By] &, — [moB + =0f)] “2}

7= 3 {[neB, + n'vh) @, — (w0 + 7'1) B, + moBy] ar) -
Da nun 4 nicht identisch oder fiir jedes beliebige Werthepaar (8,,8,)
Null sein soll, darf der von #, und 8, freie Factor
0=1tn'?24 6nn’ — gn?
nicht verschwinden. Mit dieser Bedingunyg ist das identische Ver-
schwinden uuserer Determinante ausgeschlossen, denn offenbar kann
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g==E¢e + be

g.9=9"=1n¢e + n6
e, und ¢, in bestimmter Weise entnehmen kann:
e =¢&0g+ Mgt
e, =509+ &g’ .
P =158e+ e
oder nach Substitution von ¢, und e, die Gleichung
g+ &9+ &59=0,
die bei der Division durch g die Form erhilt:
. 9+ &9+ &9 =0,
so ergibt sich fiir die aus den Einheiten ¢, und e, zusammengesetzten
Grofsen, welche wir jetzt in der Form

Eugo + E19
schreiben, das in der Gleichung
a.b = (a9, + @,9) (Bogo + B,9) = &% Bogo + (@B, + 2, B0) 9+, 8, 9*
= (@B — @,B,8) g0 + () + &,y — @, ,8,) 9

ausgesprochene Multiplicationsverfahren.

und

und bildet man

Die Grifse g, finden wir dadurch, dals wir in den allgemeinen
Ausdriicken fiir 7, und p,
) o =p, a,=24§
setzen. Es wird .

® =
W= 35, Va=—5F

und
1 ’
Go="r16 1 126, = 5 (n'e, —7e,).

Um auch g passend zu wiihlen, beachten wir, dafs zwischen den Haupt-
einheiten e, und e, die folgende mit Hilfe der Ausdriicke fiir e,e,,
€,€,, €€, leicht zu verificirende Gleichung

ole,e, — 0Ge e, — @t e, =0
besteht. Setzi man hier ge¢, = ge,, so folgt
e’ (9> — og — 1) =0.
g==E&¢ + &e,

vorkommenden Grolsen §,, §,, indem wir den Quotienten -‘-’ef* bilden,
2

Suchen wir die in

also in den allgemeinen Ausdriicken fiir , und yp,
=9, =0, =0, §,=1
setzen, so wird
g = ’_‘__‘I_}‘_’_'.Q ¢+ ? ¢


















52 Erstes Capitel.

und somit
2e,8, a0y, < B, + «,2f,?
4 (o) + @,6,)* < 4 (o + %) (B + 6,7,

2(ey By + @,8,) < 2V + a2 . VB,2 + B2
und endlich

ist, wird

la+ 32 < [la|+ 3]

la + 0| <|a| + [B],
d. h. der absolute Betrag einer Summe ist nicht grifser als die Summe
der absoluten Betrige der Summanden.®)

Mit Hilfe derselben Schliisse folgt ferner, dafs der absolute Be-
trag einer Summe nicht kleiner ist als der absolute Betrag der Diffe-
renz der absoluten Betrige der Summanden, dafs ferner der absolute
Betrag einer Differenz nicht kleiner ist als der absolute Betrag der
Differenz des absoluten Betrages von Minuend und Subtrahend, aber
auch nicht grofser als die Summe der absoluten Betrige von Minuend
und Subtrahend.

Der absolute Betrag eines Productes ist gleich dem Producte der
absoluten Belrdge der Factoren.

Indem
ab = (a,f, — «,8,) + (,8, + ,8,) ¢

oder

ist, wird
lab| = V(e By — ;8> + (&, B, + 2,8, = V(a* + ;) (B,*+8,?)
und diese Grofse ist wirklich |a|.|b].

Der absolute Betrag cines Quotienten ist gleich dem Quotienten der
absoluten Betrige des Dividends und Divisors.

Da der Quotient

o _ wbetabs | wbi—af

_ R L A U
ist, wird .
I“l — l/ (@181 -+ @y + (22 B) — 1By @+ aff
b (B¢ + B Bt + byt

und jetzt ist der Satz bewiesen; denn die Wurzel aus einem Quotienten
ist gleich dem Quotienten der Wurzel aus Dividend und Divisor.

*) Der bei diesem Beweise beniitzte Satz: Die zweite Wurzel aus einem
Producte ist gleich dem Product der Wurzeln aus den Factoren, folgt aus der
Definition der Wurzel ¥'m.n als derjenigen Grofse, welche mit sich selbst multi-
plicirt mn gibt und der Definition des Productes zweier Grdfsen ¥m und Vn.






54 Krstes Capitel.

die Summen der Reihen Zl a,|, 2] oy| und «, endlich. Wir
haben also den Satz:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafs die
Summe unendlich vieler complexer Grofsen endlich 1ist, besteht i
dem Endlichsein der Summe der absoluten Betrige dieser Grifsen.

Ferner erkennt man als eine nothwendige und hinreichende Bedingung
fir das Endlichsein der Summe der unendlichen Reihe die folgende:

Es mufs der absolute Betrag der Summe von belichig aber nicht
unendlich vielen willkiirlich gewdhlten Gliedern der Reile Kleiner
bleiben als eine endliche positive Grifse g.

Angenommen die Summe der unendlich vielen Gréofseu a, sei end-
lich, dann ist auch die Summe der Reihe 2| a,| endlich und darum

existirt eine positive endliche Grofse g, die grofser ist als die Summe
irgend einer endlichen Anzahl von Gliedern |a,|. Ist aber fiir irgend

einen Werth von n
9> Z’l &,

r=1

y>|2.'a,

r=1

so wird umsomehr

und die genannte Bedingung ergibt sich als nothwendlg Sie ist aber
auch hinreichend, denn aus der Voraussetzung

y>|2a.

folgt jetzt =
9> Z’ﬁ g2 Z’(—y.), 9> Zﬁ 9> _2(—7';).

In der That nehmen wir diejenigen Grofsen a, aus der Summe Za.

heraus, in welchen z. B. der reelle Theil positiv ist, und nennen wir
sie @, + o, ¢, so wird

y>|2;,:ﬁ'.+i§la':

Ein weiteres Theorem ist das nachstehende:
Haben die unendlich vielen Zahlengrifsen
a, =, 4+ ey (v=1,2...)
eine unendliche Summe S, so kann man nach Wahl einer beliebig

kleinen positiven Grifse & stets ein n finden derart, dafs der abso-
lute Betrag von

usw,
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dasselbe die Multiplicationsgesetze gelten. Ferner darf es nicht un-
endlich sein, wenn die durch Multiplication bestimmter Grofsen ¢, ,

Cy, Cy. .. begrifflich festgestellte Grofse fiir uns eine Bedeutung
haben soll.

Bringt man die Grofsen ¢, auf di¢ Form 1 + a,, bildet dann
P =1+ a,
P=(1+4+a)(l+a)=1+a +a,+ a0
Py=(1+a)(1+ ay) (1 + a)

=1l4a + a,+ aa,+ a3+ aja; + a0, + a,a,a4
Pr=(04a)(1+ay) - (1+4 as)

—ldata+ae+o+-+a+aa+oat -

+ala'2"'au)

so lifst sich P, als Summe der folgenden (n 4 1) Grofsen g, dar-
stellen :

Jo=1

9y = &

gy =0y + aja,=(1+4a))a,

gy = a3 + &a3 + aya5 + a,a8,0, = (1 + @) (1 + a,) a4

9, = 6, + a8, + a,a,+a,a,a,+a;a,+ 6,830, + a,a;a,+a,a,a;a,
=(1+4+a) (14 a,)(+ ay)a,

On = 0n + @, @n + @y8n + 010,04 a3 + - -+ G 10y - - - Gu_y 6,
=14a)(1+a,) - (14 an)as.

Das Product der unendlich vielen Factoren ¢, = 1+ a, wird jetzt

als Summe der unendlich vielen Summanden g, definirt, deren Bildungs-
gesetz die obigen Gleichungen klar erkennen lassen.

Diese Definition ist erlaubt, weil das Product einer endlichen An-
zahl von Grofsen mit eingeschlossen ist.

Wir fragen, wann das unendliche Product

A+a)(l+a)---1+a) -,

ITa+a

=1

welches mit

bezeichnet wird, endlich ist.

Offenbar dann, wenn ein Factor (1 4+ a@,) Null ist. Wir denken
aber diese Factoren abgesondert und uutersuchen das Product unend-
lich vieler nicht verschwindender Factoren.

Soll ein solches Product unabhingig von der Anordnung der
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1 +2(a7+ a e, + e+ - -+, - - @)

r=1
convergirt; da aber die Summe der ersten n 4 1 Glieder

14y 474+ +rm=>04e)d+a) - (1 + a)

kleiner ist als die endliche Zahlengro(se TETS , was auch # sei, so ist

das unendliche Product H(l + @,), welches durch die Summe der
r—1

unendlichen Reihen 1 +27. definirt ist, und umsomehr der absolute
r=1
Betrag von R "
Zg, oder (14 a,)

r=0 r—=

endlich.
Wir erhalten somit den Satz: Die nothwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dafs nie ein von der Anordpnung der Factoren unab-

hingiges Product n(l + a,) endlich ist, bestecht in der Convergens
r=1

der unendlichen Reihe
lay| +las) + - -+ |ay| + -+ -

Man sagt, die Producte P,, P,,... P, convergiren nach einem
bestimmten Werthe P, wenn nach Wahl einer beliebig kleinen posi-
tiven Grofse J stets ein n so bestimmt werden kann, dafs fiir jedes

v2n |P— P,|<9d.

Darnach behaupten wir, dafs in dem von der Anordnung der
Factoren unabhiéngigen Producte (14 a,), welches mit P be-
zeichnet sei, die Producte .

Po=(1+4a)(1+ay)...(1+ an)

mit wachsendem n nach dem unendlichen Producte P convergiren.

Bildet man den absoluten Betrag des Quotienten %- , d.1
[(1 4 any) (1 4 Gy ) - -

und bezeichnet .
_11(1 + a') = (1 + an+l) (l + a,..,.g) e

mit 1 4 &, wo
|ea] < g1+ Gags+ - F i@+ -,

|£| < 1A e < (Lt @) (L + @ags) - - -

so wird
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Nennt man die Summe der Grdfsen

Cpt1y Cngy oo Cpgyy o
Ss, 80 wird fiir hinlédnglich grofse u» S, kleiner als 1 und kleiner als
eine beliebig kleine vorgelegte Grofse. Dann ist

1
14 |&l < l_:S_,,

und
1
s 1-5,°

P_
Pﬂ

Bringt man endlich 1——1T auf die Form 14 &, wo & beliebig
klein ist, und setzt

& | Py = 0,
so wird
P P 3
7| = <m <y
oder
|P— Pyl < @,

und der Beweis ist erbracht,.

Man sagt wieder, das unendliche Product 1 ](l + a,) convergirt,

r=1
wenn nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grofse J stets
eine solche ganze Zahl n angebbar ist, dafs der absolute Betrag

TTa+a)—1

Y/—m

oder dafs filr jeden Werth von-u der Betrag

[la+w—1

kleiner ist als &, sobald nur m >n ist. Die endliche Grifse, nach
welcher die Producte P, convergiren, ist der Werth der unendlichen
Productes.

Ein unendliches Product heifst absolut convergent, wenn auch noch

H(l + a,) convergirt. In diesem Falle ist wegen der Ungleichung

=1

I+ empr) At omts) - - - (1 @mpp) —1 > it emps+ -+ +0mis
die unendliche Reihe -

a+a+---+a+---

absolut convergent.

Sind die Grolsen a,, ay,... alle kleiner als Eins und hat ihre
Summe einen endlichen Werth, so ist nicht allein l l(l + «,), son-
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dern auch das bestindig abnehmende Product H(l —a,) convergent
ohne Null zu werden, denn es ist
P, mtp T
(1—ay) > 1—(tmp1Femizs 4+ - - -+ Cmtu)

m
r=m-41
und wenn m so grols gewihlt ist, dals die Summe in den Klammern
kleiner ist als &, wird

Pnyy > Pa(l1 —0).
Zeigt man umgekehrt in einem besonderen Falle zuniichst die Conver-
genz der Producte P, nach einer von Null verschiedenen Gréfse, so
folgt, dafs die Reihe der «,, «,, ... eine endliche Summe besitzt. Die

Convergenz von ”(1 — a,) zieht ndmlich diejenige von l l(l + e,)
nach sich, indem
1—0 < (1—@nps) (1 — @mts) - - - (1—m )

SA—anp) (l—angs) - (1 —ahy) <1
und somit :

1<(A4amgr) At ants) - At ensn) < 1_—178

wird, wo die rechte Seite bei hinlinglich grofsen m und beliebig
kleinen 0 von 1 um beliebig wenig abweicht. Z. B. das Product

[

ist convergent, denn die Producte
I”I(l__ 1y_ 1.2 24 (r—1)(m+1) _ 1.2...(e—1) 3.4...(n+41)

' 11 v/ 2.2 3.3 n.n 1.2...n 2.3...m

n41 1 1

e vt
convergiren mit wachsendem % nach %, und darum ist auch die Summe
der unendlichen Reihe
1 1 1 :

T RPRR N iR AREE

und umsomehr .
1 1

—2;+F+"'+“”T,.+"' (m>2)
endlich.

Bei der Auswerthung eines absolut convergenten Productes kann
man die Factoren beliebig in Gruppen zusammenfassen, und anderer-
geits lalst sich das Product 1 l(l + «,) in ein convergentes unend-
liches Product verwandeln, dessen Factoren selbst unendliche Pro-

ducte sind.
Es sel etwa
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a’

2li¥s,

zugleich mit Zl a,| endlich ist, so hat das neue Product gewils einen
endlichen Werth, und zwar folgt aus

H(l-i-av)-n l_la') =n(1+a-) 1—_57' =1
H(l-{la,)=%.

Die genannte Samme ist wirklich endlich, denn bezeichnet « einen
positiven Werth, der kleiner ist als jeder der von Null verschiedenen
Werthe |1 + a,|, 8o gilt die Ungleichung

215 < w2lel,

in der die rechte Seite kleiner ist als eine noch angebbare Grdfse g.
Man kann an diesen Satz die Bemerkung kniipfen: Ein absolut

convergentes Product n(l + a,) kann niché verschwinden, wenn nicht
einer der Factoren (1 + a,) Null ist. —
Der Quotient zweier endlichen Producte

[Ta+a), JJa+s)

mit den Werthen P und @, deren zweites keinen verschwindenden

Factor hat, ist 1+a
I (5

und hat den Werth --g, denn es ist

TG =TT+ - T () =

Wenn die einem Producte r[ 1+ a) zugeordnete Reihe
at+a+---+a+--

nur bedingt convergirt, kann man die fritheren Schlisse iiber die
Convergenz des Productes nicht mehr ziehen. Das Product kann wohl
mit der Reihe zugleich endlich sein, aber nicht bei jeder Factoren-
folge, es ist nur bedingt convergent.

Z. B. ist das Product

TT0+1r2)

r=:

a

bedingt convergent, denn die Reihe
1,1
sty = — et

convergirt nur bei bestimmter Summationsfolge. Indels
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R Y S T

1 1 1
—etaat ot e oo

convergirt und mithin
(+,)0-2)0=5%-

1 1
gHit eyt

oder

endlich ist, wird

und
1 1 1
s+ts+- o temqt
unendlich, und von den Producten
3 1 r 1
H(“F?y) und 1_—!(1—2.;1')
divergirt das erste nach Unendlich, das zweite nach Null, ohne dafs
ein Factor verschwindet.
Die von der Anordnung der Factoren abhdngigen unendlichen
Producte haben nicht den Charakter der Producte, darum fithren wir

sie ebensowenig wie die bedingt convergenten unendlichen Reihen in
die Rechnung ein.




Zweites Capitel.

I. Abschnitt.
Veriinderliche Grifsen, Griéfsenmengen.

§ 12. Definition der algebraischen rationalen ganzen und
gebrochenen Ausdriicke.
Mit den in dem vorigen Capitel gewonuenen Zahlengrofsen haben
wir zu operiren.
Ist eine endliche Anzahl reeller oder complexer Zahlengré(sen

@y, Gy ...a, vorgelegt und verkniipft man dieselben eine endliche An-

zahl Male durch die vier Rechnungsoperationen, wobei die Division
der Beschrinkung unterliegt, dafs der Divisor nicht Null sein darf, so
erhiilt man Ausdriicke, deren Untersuchung den Gegenstand der Algebra
bildet. Schliefsen wir die Division zundchst ganz aus, so liefert die
Anwendung der drei Uibrigen Elementaroperationen Ausdriicke der Form:

[¥) ) (") ™ ) (]
Aja™ a™ L amn - Aya @™ G

*) (k) (k)
+ dia™ a,™ L . aa™s,

wo einige der (positiven) ganzen Zahlen m,® ...m,* auch den Werth
Null haben kbonnen, in welchem Falle @, = 1 zu setzen ist, und wo
die positiven und negativen ganzzahligen Groflsen A, Coefficienten ge-
nannt werden.

Solche ,algebraische, rationale und ganze“ Ausdriicke haben offenbar
die Eigenschaft, untereinander durch die ersten drei Rechnungsarten
verbunden, wieder Ausdriicke derselben Art zu geben.

Wendet man bei der Verkntipfung der Elemente @, auch die Di-
vision an, so entstehen Quotienten ganzer Ausdriicke. Indem man
ferner die durch Addition, Multiplication und Subtraction verbundenen

- Quotienten auf gemeinsame Nenner bringt, wird der allgemeinste

algebraische, rationale und gebrochene Ausdruck unter der Form des
Quotienten zweier ganzen Ausdriicke erscheinen.

Bei der Bildung genannter Ausdriicke wollen wir festsetzen, dafs
einige Elemente a, einmal fixirte Werthe unverinderlich beibehalten,
andere Elemente nach und nach andere Werthe aus unserem Grofsen-
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Eine solche Variable z hat folgende Eigenschaft:

Ist x, ein bestimmter endlicher Werth und r eine gegebene posi-
tive (reelle) Grofse, so gehort die Gesammtheit von Zahlengrofsen z,
fir welche der absolute Betrag |z — z,| kleiner ist als r, ebenfalls zu
den Werthen der Variabeln.

Wird eine Variable als eine Grofse z definirt, welche alle Werthe
annimmt, fir die |z — z, | kleiner ist als eine beliebig kleine posi-
tive Grofse 0, — wo 2, einen ersten Werth bezeichnet — so nennt
man sie stetig verinderlich. Die unbeschrinkt variable Grofse ist also
stetig veriinderlich.

Die Gesammtheit der Werthe z, welche die Bedingung

|z —zy| < r

erfilllen, bezeichnet man als Umgebung von z,. Der Ursprung dieser
Bezeichnung ist durch die geometrische Reprisentation der Variabeln-
werthe erklirt. Die Triger dieser Werthe sind die Punkte der Zahlen-
cbene, der Triger des Werthes z, ist ein bestimmter Punkt oder eine
Stelle, und die der genannten Bedingung unterworfenen z Werthe
liegen innerhalb des um die Stelle z, mit dem Radius x beschriebenen
Kreises. Nach der Grofse r heifst die Umgebung von z, diejenige mié
dem Radius r, oder die Umgebung r der Stelle x,.

Es seien n von einander unabhiingige unbeschrinkt verdnderliche
Grofsen z2,, z, ...z, vorgelegt.

Ein specielles Werthesystem (a,, a, ... a.) oder, wie wir kiirzer
anzeigen wollen, ein Werthesystem (a) heifse eine Stelle oder ein
Punkt aus der Gesammtheit der \Werthesysteme (z).

Die Gesammtheit derjenigen Werthesysteme (z), welche die Be-
dingungen

[y —a <0, |2, —a,! <9, ...|[za—ai<?
erfilllen, heilse die Umgebung & der Stelle (a); allgemeiner definirt
man durch die Gesammtheit der den verschiedenen Bedingungen

2y — a1 <8y, (2, —ay|<dy...|%0—aa| <
geniigenden Werthesysteme die Umgebung (8,, d, . .. d,) oder () der
Stelle (a).

Sind die Variabeln wiederum so definirt, dals die Gesammtheit
der den Ungleichungen |xy — a,| < d, (# =1, 2. .. n) mit beliebig
kleinen Grilsen 6, geniigenden Werthesystemen auch den Variabel-
werthen angehdren, so heilsen sie stetig veriinderlich.

Wir sagen: Die Gesammtheit der reellen Werthe, welche eine un-
beschriinkte Variable aunchmen kann, constituirt eine einfach unend-
liche Maunichtaltigkeit oder eine Mannichfaltigkeit einer Dimension.

Die Qesammtheit dor reellen Werthesysteme, die s von einander
unabhiingige, unbeschriinkt veriuderliche Grifsen x,, Zy...2, an-
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legen sind, heilst ein aus einem zweifach ausgedehnten Stiicke be-
stehendes, zusammenhiingendes Continuum, oder Continuum kurzweg.*)

Ist 2" eine Stelle aus (4), der man eine dem Continuum (4,) an-
gehorige Umgebung zuordnen kann, so liegt z’ innerhalb (4,) und
(4,) enthdlt ='.

Gibt es unter den Stellen einer noch so kleinen Umgebung von
z’ solche, die (4,) angehdren und andere, die (4,) nicht angehdren,
8o liegt z° auf der Begrencung des Bereiches (4,).

Eine Stelle z” liegt endlich aufserhald (A4,), wenn man ihr eine
wenn auch noch so kleine Umgebung zuordnen kann, welche keine
dem Bereiche (4,) angehérige Stellen umfalst. Die dem Continuum
(4,) angehorigen Umgebungen einer Stelle, die innerhalb (4,) liegen,
konnen bis an eine Stelle der Begrenzung hinanreichen, aber niemals
eine solche Stelle enthalten.**)

Das Continuum (4,) ist durch einzelne Stellen, durch eine oder
mehrere Linien oder durch Punkte und Linien begrenzt.

Die Linie ist (hier etwas umsténdlich) als die Gesammtheit einer
unendlichen Punktmenge (B) der Beschaffenheit aufzufassen, dafs in
jeder (selbst beliebig kleinen) Umgebung jeder Stelle von (B) unendlich
viele andere Stellen dieser Menge, und noch Stellen (z”) und (z)
liegen, die sich aufserhalb resp. innerhalb des Continuums (4,) be-
finden.

Die eine Linie definirende Punktmenge bildet kein zweifach aus-
gedehntes Continuum mehr, aber nothwendig lassen sich wieder zwischen
irgend zwei Stellen §, und §’ von (B) nach Annahme einer beliebig
kleinen Grolse & eine endliche Anzabl neuer Stellen &, &,...%,,
welche der Menge (B) angehoren, den Bedingungen

[& — &l <& (B -8 :<e¢
gemiils einschalten.  Darum  heilst die Punktmenge (B) zusammen-
himgend und andererseits einfach unendlich oder einfach ausgedehnt,
weil sie in der zweidimensionalen Mannichfaltigkeit kein Continuum
bildet.

Es ist miglich, dals unter den Stellen der urspriinglich gegebenen
Panktmenge (A) solche existiren, die zwar aulserhalb (d4,) liegen,
denen aber eine der Menge (1) angehbrige Umgebung zuzuordnen ist.
Dann gibt ex mindestens ein gweites Continuum (4,), dessen Begren-
rang theilweise mit der des ersten Continuums cusammenfallen kann.
So kann man nach und nach alle Continua aus (4) herausnehmen.

Die Gesanuntheit der Werthe einer stetig verinderlichen Grofse
& constituirt gowilk ein Continnam.  Indem sich die fritheren Betrach-

& Woeteratraly, Abhandl, auz der Functionenlehre 8. 71,
9 Mittage Lettler, Acta math. Rd. &






0 Zweites Capitel. 1. Abschnitt. »

(z) derart nach a oder (@) riickt, dals die Differenzen z — a oder
(#y — a,) unendlich klein werden.

Die Summe oder das Product y einer endlichen Anzahl stetig ver-
inderlicher Griofen wird mit den Summanden respective mit einem
Factor unendlich klein, sofern in dem Producte keiner der iibrigen
Factoren eine noch angebbare Grofse iiberschreitet. Der Quotient y
zweier stetig veriinderlicher Grofsen wird gewifs mit dem Dividend un-
endlich klein, wenn nur der Divisor nicht auch unendlich klein wird.

Eine veriinderliche Grofse wird unendlich grofs genannt, wenn ihr
absoluter Betrag grofser werden kann als jede angebbare positive
Grofse. Wie die Null als Grenze unendlich klein werdender Grofsen
aufzufassen ist, betrachtet man die Grenze der unendlich werdenden
Grofsen als eine bestimmte Griofse: Unendlich, und spricht von ihr als

dem Werthe des Ausdruckes ;—: , wenn z = 0 gesetzt wird; diesem

Werthe oder dieser Grofse (o00) kommt der Name Unendlichkeitspunkt
zu, herrithrend von der geometrischen Repriisentation, bei der man
nur einen unendlich fernen Punkt hat, sobald die Ebene als Kugel
von unendlich grofsem Radius aufgefa(st wird. Die Gesammtheit der
-:-H < r, heifst
die Umgebung » der Stelle co. Darnach legt man also dem Ausdruck

(absolut genommen grofsen) Werthe von z, fiir welche

z — oo die Bedeutung von % , und dem Ausdruck %:__—% die Bedeutung
von —z bei.
Sollte die oben beniitzte Punkt- oder Werthemenge (4) der zwei-

fach unendlichen Mannichfaltigkeit Grofsen enthalten, deren absoluter
Betrag grofser ist als eine angebbare Grosse und gehdrt jede einer

Bedingung 1l < r gentigende Stelle der Menge (4 an, so enthilt
gu z genug g

() die Umgebung des unendlich fernen Punktes und ein Continuum
erstreckt sich in das Unendliche.

§ 14, Huufungsstelle linearer Punktmengen

Wir miissen die unendlichen Punktmengen noch niher studiren.
Wir denken vor Allem in dem Bereich der unbeschriinkt reellen Va-
riabeln z’, der durch die Gesammtheit der reellen Werthe unserer
Variabeln 2 constituirt ist, eine aus einer einheitlichen Definition
fliefsende Menge voncinander verschiedener Werthe gegeben. Dann
besteht fiir jede solch lineare unendliche Punktmenge der wichtige Satz*):

In dem Bereich der recllen Variabeln gibt es mindestens eine

*) Siche Pincherle L. c.



Veriduderliche Grofsen, Grifsenmengen. 1

Stelle der Beschaffenheit, dafs in jeder moch so kleinen Umgebung
derselben unendlich viele Stellen der Punktmenge sich befinden.

Wir setzen voraus, dafs die absoluten Betrige der gegebenen
Grofsen (z,, z, ... %,...) endlich seien; dann konnen wir auch be-
stimmen, dafs sie alle positiv seien, denn andernfalls kann man wegen
der ersten Voraussetzung stets eine positive Grofse k& so angeben, dals

Yo=x,+k(r=1,2..)
positiv werden.

Siud die unendlich vielen Grofsen z, nun alle positiv, grofser als
s und kleiner als @ 4 d, so theile man das durch diese Grofsen defi-
nirte Intervall (Bereich) in neue Bereiche, so dals in einem Theil-
bereiche unendlich viele der gegebenen Grofsen liegen.

Bezeichnen

€y Ep oo . Ennnn
Grofsen, die nur die Werthe O und 1 annehmen, so lassen sich un-
endlich viele Grofsen z. il: das Intervall

von a- & g =2b, bis b, +'§d‘r
ferner in das Intervall

von b, =10, +s,~_‘-’~ bis b, + ‘;,
usw., endlich in ein Iutervall

von p=Dbay+ tas bis by 4o
einschliesen. Nennt man die Summe

s R
fx, 80 wird
bo=a + nad.
Wir behaupten, dafs dann, wenn b, noch nicht die verlangte Stelle
ist, die Zahlengrofse
b=a—|—d(~f}'—+—?+--;+:—:+'---)=a+d.n

die gesuchte Stelle in dem Intervall a bis a 4 d definirt.*)
Diese Zahlengrofse ist vor Allem endlich, denn 7 ist nicht grofser als

1 1 1 11
§.+?+...+27+...=?i:—l_=1,

2
Ist dann & eine beliebig kleine vorgelegte Gréfse und # so gewshlt, dals

) Vergleiche Serret-Harnack, Lehrbuch der Differential- und Integralrech-
nung S, 26.
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1 1 X
= <49, F >4,

so wird 5 an die Ungleichungen gebunden sein:
1 <1<+ <5

oder:
n—d< und 1)+3>__1)n+.2.1:..

Dann ist aber das Intervall von b, bis b, 4 %— vollstindig in dem

Intervalle (b — dd, b+ dd) oder (a +(n—09)d, a4+ (n+ d)d) ent-
halten und weil dieses mit & beliebig klein zu machen ist, fullen wirk-
lich in jede noch so kleine Umgebung der Stelle § unendlich viele der
vorgelegten Punkte.

Enthilt die gegebene Punktmenge Gréofsen z,, die grofser sind als
jede angebbare Grofse, und gehoren nicht alle endlichen Stellen der
Menge an (in welchem Falle der friihere Saty auch hier bewiesen wire),
so greife man eine solche heraus — sie heifse §’ —, setze dann

x
y=z—¢
so wird der Bereich der reellen Werthe y’ gerade dem Bereich von z’
entsprechen, indem-*

’ 14 — 1
Vo= o g = T T
reell ist. Die Stellen y, liegen nicht unendlich fern, da |y, | endlich
bleibt und somit gibt es fir die Punktmenge (y,, ¥, ...y, ...) eine
ausgezeichnete Stelle der in Rede stehenden Art; sie heifse Y. Ihr
cutspricht in dem Bereiche von z’ umgekehrt die Stelle:

Yer
[ X= "Y_fi )

und diese ist die gesuchte Grenz- oder Hiufungsstclle der gegebenen
Punktmenge, denn die Stellen der niichsten Umgebung von ¥ werden
in Stellen der niichsten Umgebung von X transformirt.

Wiire Y =1, so folgt X = oo und dann gibt es in jedem noch

so kleinen Bereiche, filr welchen ’-::—l < 0, unendlich viele der ge-
gebenen Stellen. —

Man kann diese Betrachtungen auf den Fall ausdehuen, wo in
dem Berciche der n von einander unabhingigen unbeschrinkten aber
reellen Varinbeln (x,", z,...x,), (also in einer Mannichfaltigkeit von
% Dimensionen), unendlich vicle von cinander verschiedene (positive)
Stellen (z°) gegeben sind, die man in bestimmter Folge geordnet denken
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§ 16. Obere und untere Grenze unendlich vieler reeller
Zahlengrofsen.

Wir kommen jetzt zu neuen Begriffen, denen der oberen und un-
teren Grenze unendlich vieler reeller positiver Zahlengrofsen z*, welche
im Allgemeinen keine Fundamentalreihe constituiren sollen.

Wir behaupten: Es gibt eine Zahlengro(se G, welche von den ge-
gebenen Grofsen 2 an Grofse nicht iibertroffen wird und die Beschaffen-
heit hat, dafs entweder gewisse 2’ gleich G sind oder doch Grifsen
z’ innerhalb des beliebig kleinen Intervalles G bis G — & liegen.
Sie heilst die obere Grense. Die untere Grenze ist eine Grofse g der
Beschaffenheit, dafs keine der Grofsen z° kleiner ist als g, aber
Grofsen z’ existiren, welche in das beliebig kleine Intervall g bis
g + 0 fallen oder g gleich sind.

Der Beweis filr das Vorhandensein dieser Grenzen lafst sich leicht
an den fir die Hiufungsstelle einer Punktmenge ankniipfen, doch
ziehen wir vor, einige Modificationen in der Beweisfilbrung eintreten zu
lassen, die bei der Wichtigkeit dieser Art von Untersuchungen am
Platze sein diirften. -

Wir setzen fest, dals alle Grofsen z’ endlich seien. Wenn sie
somit nicht @iber eine angebbare Grofse hinausgehen, kann man in der
Reihe rationaler Grofsen:
1

0, "

9
-
”" ”' ’

wo # > 1 sein mag, ein erstes Glied —";'— finden, welches grofser ist

als alle Grofsen z’, dann gibt es aber Grofsen z°, die grofser oder
- ! sind. Ist niemals &’ > '—'—;1 , aber ' = "‘”;‘, 80

gleich 1=

ist 9-‘-; 1 die obere Grenze. Andernfalls sei in der weiteren Reihe:

1 2 ]
Q, P TR

: . das erste Glied, welches gritser ist als alle Grofsen '
Es ist dann
1 [ ' n—1

"n' ~ :o: .:o > .n"
oder

TR N My D>, — 1
und daher

TR ";. ''< ::-\'—:'—

Definirt man in derselben Weise die Grdisen:

ny o, “n
. e .
- [} 9]



Ver#inderliche Grdfsen, Grofsenmengen, M

fir die dann die analogen Ungleichungen gelten:

l‘l'—l -1 l"f .
g < 2 <

= ﬂ'—l ]
und bildet die Grofse:
W u “ By
r ST CIS PRI P

so ist diese die verlangte endliche obere Grenze.

1

Bringt man G auf die Form: *
b N Mg
Gt bt
x=1

oder schreibt nach Weglassung der ersten v — 1 Grofsen t:— und
n
]
N

G N PEaT B
n” ] n*t!

wd beachtet die Ungleichungen:
Ry — fut1 < 9 ("=”""+lr"'),

80 wird die unter dem Summenzeichen stehende Grofse kleiner als

“L. - Man kann darnach eine positive Grofse & < 1 8o bestimmen, dafs

ey 1 1
G=”—'—h—

wird, folglich ist G wirklich endlich, denn n war grolser als 1.
Fihrt der beschriebene Procels nicht zum Ende, so ist die durch

unsere unendliche Reihe definirte Grofse G so beschaffen, dafs kein

z’ grofser ist als G und in dem Intervalle G bis G — & Zahlengrdlsen

7" liegen. Wire nimlich ' > G, so gibt es auch ein &, fir wel-
ches noch

z2>G4+49
it. Wahlt man hierauf ein v, der Bedingung
1 1 k n .
o Tl T w e <0
Tn
entsprechend, so wird
G+o> ",

doch weil gemiils der Definition von g, keine Grofsen z’ existiren, die
grofser sind als —l‘—: , kann unsere Annahme nicht richtig sein und es
n

ist jedenfalls 2" > G-. Da aber
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By
”'
ist und man stets ein v entsprechend einer beliebig kleinen Grofse &

so bestimmen kann, dals neben der letzten Ungleichung auch die fol-
gende gilt:

G <

G—o< bt
n
— man hat ja nur i' > 0 zu machen — so gibt es in dem Intervall
n
von G bis G — & Grolsen z’, denn es existiren den Definitionen zu-

”'

folge Grofsen =’ >

Sind unter den Gréfsen z’ solche, die grofser sind als eine be-
liebig vorgegebene Grofse, so ist die obere Grenze G = oo, und in

jeder Umgebung der Unendlichkeitsstelle ! :;l < 0 gibt es Grofsen z°.

Zum Beweise beniitze man die schon oben verwendete Transformation:
X
Yy=z_ -
In genau derselben Weise folgt die Existenz der unteren Grenze. Ent-
hiilt die gegebene Grofsenmenge positive und negative Grofsen z’, so
trenne man diese, suche die obere Grenze der positiven Grofsen und
andrerseits die der absoluten Betriige der negativen Grofsen. Die
letztere ist nach Aenderung des Zeichens die untere Grenze der ge-
gebenen Grofsen.

Es bedairf kaum der Erwiihnung, dals die Héufungsstellen unserer
Punktmengen mit den hier bestimmten Grenzen einer unendlichen An-
zahl von Zahlengriofsen zusammenfallen kdnnen, aber durchaus nicht
ibereinstimmen miissen, denn die Grenzen waren nicht dadurch defi-
nirt, dafs in jeder Umgebung derselben unendlich viele, sondern iiber-
haupt gegebene Grolsen liegen.

§ 17. Von reellen Variabeln abhingige stetig veriinderliche Gréfsen.

Der Begriff der oberen und unteren Grenze unendlich vieler
reeller Zahlengrofsen wird dort von Wichtigkeit, wo wir einer mit
einer oder mehreren unbeschriinkt oder stetig verinderlichen Grofsen
in derartigem Zusammenhang stehenden Grofse y begegnen, dafs jedem
Werthe oder Werthsysteme der Variabeln (z resp. z,, z, ... z,), das
einem continuirlichen Bereiche entnommen ist, ein oder mehrere be-
stimmte Werthe der'Grofse y zugehdren. Wir zeigen diese Abhéngig-
keit der Grifse y von z oder z,, z, ... x, durch die Schreibweise an:

Yo f(z) oder y=f(z,, 2,...2),
und lesen vorderhand nur, y ist eine von z oder z,, z,...zy ab-
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bleibt, ‘wie in dem Falle » = 2. FErhiilt man niemals einen Werth

, dem der Werth y = G entspricht, so definirt der Ausdruck:
Lt -t)+ (& i‘;—)+»-
=.E"* R k1 THN T #a—”!‘r + .

n

[ N By —x Bytx—1

_"T+,,2=1("’+x - v+x 1
die verlangte Stelle X. Wegen der genannten Ungleichungen ist
erstens

oder

1
n—1

X< by

und analog

p ¢
und A <X <L+

n—1

Ist hierauf eine beliebig kleine Grofse 0 vorgelegt, und wihlt man »
der Bedingung gemifs 7-1_' <, so fillt das Intervall von p—: bis
” n

“;%‘ , in welchem die y Werthe die obere Grenze G haben, ganz in
die Umgebung d der Stelle " = X oder innerhalb des Intervalles von
X — 0 bis X 4 d; also in der That ist die obere Grenze der y Werthe
in beliebig kleiner Umgebung der Stelle " = X immer noch G.

Ist der 2" = X entsprechende y-Werth genau gleich G, so heifst
die obere Grenze das Maximum der Grofse y, und g heifst in dem
analogen Falle das Minimum.

Da die Grenzen unendlich vieler Grofsen nicht zu diesen letzteren
gehdren miissen, ist nicht nothwendig, dafls eine Grofse y den Maxi-
mal- und Minimalwerth erreicht, wir kénnen nur behaupten, dals sie
denselben beliebig nahe kommt.

Nun ist auch der Satz verstindlich: Wenn die Werthe y einer
Grofse K beliebig nahe kommen, so existirt mindestens eine Stelle
derart, dals in deren niichster Umgebung Stellen z’ liegen, denen der
Grofse K beliebig nahe kommende y-Werthe entsprechen. —

Jetzt wollen wir Grolsen y namhaft machen, welche einem Werthe
K und ihren Grenzen G und ¢ nicht blos beliebig nahe kommen, son-
dern diese Werthe wirklich annehmen.












84 Zweites Capitel. 1. Abschnitt.

denen b in der Umgebung R der Stelle « liegt, und ist B der Radius
der bis an eine Stelle der Begrenzung von (A4) hinanreichenden, dem
Bereiche (4) angehorigen Umgebung von @, und bezeichnet d den
absoluten Betrag |0 — a|, d. h. den Abstand der beiden Stellen,
s0 kann der Radius R, der bis an eine Stelle der Begrenzung von (A4)
hinanreichenden und (4) angehdrigen Umgebung von b nicht kleiner

sein als R —d. Ist d < -{} und darnach R, > —g— , 80 liegt a wieder

in der Umgebung R, von ). Es mufs umgekehrt
R>R,—d
sein und es folgt, dals die Grofse I, zwischen den Grenzen
R, —d uwd R+d
liegt.*)

Beachten wir jetzt, dals sich der Radius R der bis an eine Stelle
der Begrenzung von (A) hinanreichenden und dem Bereiche (A) an-
gehorigen Umgebung einer Stelle a dieses Bereiches bei stetiger An-
derung von a selbst stetig éindert — wie die letzten Sitze leicht er-
kennen lassen —, so folgt, dafs die untere Grenze R, derjenigen
Werthe R, welche der Halbmesser filr die innerhalb und auf der Be-
grenzung von (4’) liegenden Stellen annehmen kann, mindestens an
_einer Stelle erreicht wird und I, nicht Null sein kann, Theilen wir
den Bereich (4°) so in eine endliche Anzahl von Bereichen, dals der
Abstand irgend zweier einem Theilbereich entnommenen Stellen kleiner
ist als R,, so liegt jeder Theilbereich in der Umgebung R, einer in
demselben willkiirlich gewihlten Stelle .

Die an jeder Stelle von (4°) stetig verdnderliche Grofse y ist auch
in dem ganzen Bereich stetig, denu nach Angabe einer Gréfse 8 geniigt
offenbar ein endlicher Theilungsprocels an den gewonnenen Bereichen
zur Herstellung neuer, fiir die |f(z) —f(z,)| < 8 wird. Wiirde némlich
nur eine unendliche Anzahl neuer Theilungen zum Ziele fithren konnen,
so miifste der schliefsliche Bereich um eine Stelle z, kleiner werden
als jeder beliebig kleine Bereich. Nun war aber vorausgesetzt, dals
sich eine endliche, wenn auch noch so kleine Umgebung von z, finden
lifst, wo |f(z) —f(z,)] < 0,, und darum ist unsere Behauptung er-
wiesen. )

*) Weierstrals, Abhandlungen aus der Functionenlehre 8, 72.
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der ganzen Function fest, schicken aber noch folgende Definition
voraus: Wenn sich f(z) als Product sweier ganser Functionen von z
darstellen lifst, so heifst jeder Factor ein algebraischer Theiler von f(z).

Darnach ist jede ganze Function nullten Grades Theiler jeder
ganzen Function, denn der Quotient von f(x) und einer Constanten
ist wieder eine ganze Function. Von diesem Theiler sehen wir ab,
gerade wie wir bei den ganzen Zahlen den selbstverstéindlichen Theiler
Eins aufser Acht gelassen, d. h. nicht als Theiler bezeichnet haben.

Wenn die Function f(x) den Theiler ersten Grades ayz - a, be-
sitet, verschwindet f(x) fiur die Wursgel der Gleichung e,z + &, = 0.

Die letzte Gleichung hat nur eine Wurzel z, = ——E—'—,_denn wire

%, 4 a, =0 und ez’ + «, =0, ’

so miifste das Product e (2, —z,") verschwinden, ohne dafs ein Factor
Null wiire,

Bringt man e,z 4 «, auf die Form «, (x — 2,), so ist auch diese
Function ein Theiler von f(x), und offenbar f(z,) = 0.

Wenn umgekehrt die Gleichung f(z) == 0 die Wurzel z = z, be-
sitst, so ist f(x) durch x — z, theilbar.

Setzt man an Stelle der Variabeln z irgend eine andere y und
bildet die Formel

@) —[(y) = ay(z* —y*)+a,(zd—y* 1)+ - - - +-au(z—9),
so ist x — y ein Factor von f(z)—f(y), denn in

f@—1W) = =9 [0 Y + 6 = a3

lilst sich jeder Ausdruck ?:--Eyi auf die Form

2=t 2ty 4zt gt

bringen, wenn nur y von x verschieden ist, was festgesetzt werden
mag. Ertheilt man nach dieser Umgestaltung, durch welche f(z)—f(y)
die Form (r— y).@,(x,y) erhilt, worin ¢, (x, y) eine ganze Function
von x und y bezeichnet, y den Werth x,, so entsteht die Formel

[(x) = (£ — x). ¢z, z)

Da @, (r, &) cine ganze Function von & ist, so ist die verlangte Dar-
stellung von f(2) als Product zweier Theiler erwiesen.

Der Grad von ¢ (&, &) ist der (n—1)** und 2= hat den Coef-
ticienten @y, Besitzt die Gleichung f(x)==0 noch eine zweite von z,
verschiedene Wurzel &y, so muls in

FLe) = (& — o). (Ty, 1)
nothwendig ¢, (#y, ) verschwinden.  Dann Iilst die ganze Function
von @ gy (&, &) cine Zerlegung in das Product von (x—x,) und einer
wauzen Function ¢y (&, &y, 1) 2, und es wind
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n
a E’
= — x,

v=1

iR

ay

a=22

= fr— X, '

a, ' “ v’ Ty
v ¥

B (— 1) L

o (=1 E'z, Ty o T

v, v v )

i (—=1rzz,. ..z,

wo die g-fache Summe in dem Ausdruck fiir —:i‘-- iiber alle Producte
0

von je p verschiedenen der n Elemente z,, z,,...2z,, oder wie man
sagt dber alle Combinationen u'r Classe auszudehunen ist.*) Die An-
zahl solcher Verbindungen ist bekanntlich gleich:

nin—-1)n—2)...m—p+1)
1.2.3...4

oder, wenn man fiir das Product 1.2.3...m das Zeichen m! einfiihrt
(gelesen m Facultdt), gleich:
n!
W=t
Will man diese Bezeichnung auch in dem Falle beniitzen, wo g = n
ist, so mufs man (n — n)! = 1 festsetzen.

Man sieht jetzt, dafs eine ganze Function n' Grades der Form
p@) =2+t oz '+ -t o124 an
unzweideutig zu bestimmen ist, wenn festgesetzt wird, dals ¢ (z) die
Nullstellen §,, &,,... &, besitze. Die Coefficienten «, sind die ange-

gebenen Ausdriicke:

G= (—1p Db b (B=1,2...n).
¥, ..ol

Sind allgemein die Werthe angegeben, welche eine ganze Func-
tion n'* Grades fiir » 4 1 bestimmte Argumentwerthe annimmt, so
ist die ganze Function auch vollkommen bestimmt, denn man kann
ihre Coefficienten nach einer endlichen Anzahl von Rechnungsopera-
tionen finden.

In der That: sind die den Werthen z = §,, &,, ... Es41 zugeord-
neten Functionswerthe

My Nerve-TNnt1y

¥) Zum Beweise wende man den Schlufs von n anf n 41 an.
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Zerlegung der ganzen Function in ein Product von Primfactoren durch
den Schlufs von n auf n» 4 1 beweisen kann, wollen wir jetzt den
Werth von f(x 4 h) bestimmen, wenn

. f@=artaritota
gegeben ist.
Es wird offenbar:

f(z+h) =Za, fam-v (” 1 ”)z-—v—lh + -

+ (n-; -v)x._,_,.,,,. ++ (:: - :),,.-.}

und wenn man die Summe nach Potenzen von z ordnet:
. S % n—1
f(z+ &) =2x’ g(,,:)a-oh"" + ( v )a,h""—‘ ...
y—=0

n— v
+(" ;a4 (D al
Wir schreiben den Coefficienten von z” in der entwickelten Form:
:, {n(n —)-(n—v+1Dah—+nm—1)n -2)--(n —v)a,h"—"1+4..
+mn—p)n—p—1)- - (n—gp —v+4Darr—+4 ...
+ »! a..-y} )
bezeichnen diese ganze Function von % mit -:! f® (k) und bemerken,
dafs f®(h) aus der Function
foVh)y=nmn—1)...(n — v 4 2)a k>
+m—1)m—2)...(n —v+ Dah*v ...
+ (—p) (n—pt1)... (= p— vt Da, -t
+ vt b+ (v — D!

hervorgeht, wenn man an Stelle jeder Potenz /™ wmh»-1 und an Stelle

von I, Null setzt.

Man nennt f®)(h) die v'¢ Ableitung der Fuuction f(h), indem auch
die erste dieser Functionen

fOR) =nah*t 4+ @B —ah* 2+ - 4 2apsh + Gn—1
nach derselben Regel aus f(h) entspringt.

Die v Ableitung ist offenbar die p' von f¢-w(h), und die
(% 4+ 1) und jede folgende Ableitung der ganzen Function mtes Gra-
des f(R) ist Null, denn es gilt die Formel:

[®0R) =mn!aqa,.

Fiihrt man die neu definirten Functionen in den letzten Ausdruck fiir
f(z + h) ein, so erhilt man die Darstellung
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es ist noch nicht nachgewiesen, dafs y = f(z) jeden Werth, der in
der nichsten Umgebung einer Stelle y, = f(z,) liegt, bei unendlich
kleinen Anderungen der Variabeln annimmt. —

Um der Frage nach der Continuitit néher zu kommen, wollen
wir uns vorerst iiber die Frage nach den Nullstellen der ganzen Func-
tion orientiren und stellen zunichst die folgenden Betrachtungen an:

Es bestehen die Sitze:*)

1) Fiir den absoluten Betrag |#| = £ kann man einen Werth r
so angeben, dals fiir alle der Bedingung |z| > r geniigenden Werthe
der Variabeln der absolute Betrag einer ganzen Function f(z) grofser
wird als eine vorgegebene Grifse g. Es sei

f(@) = ayz*+ a2z~ + - - - + a.
- aox'-(l-{- e _1‘1_+..._|_i‘:. ;..')’
dann wird

a 1 e, 1
@] < lagan|- [ 148 Lo 3 L
Bezeichnet man den grofsten Werth unter den absoluten Betriigen

l‘:‘f mit @, so liegt der absolute Betrag von f(z) fiir diejenigen z
Werthe, deren Betrag |z| = § ist, wegen der Ungleichung
1 1 1 1 « «
«(p+g+ o+t <y v =l
§

zwischen den Grofsen:

lay (1= %) wnd Jaglsr(1+ 2 )-

E—1
Macht man hieranf & dadurch kleiner oder gleich der beliebig klei-
nen positiven Grofse 0, dafs man
ol = & 2 *F°

setzt, so liegt der besagte absolute Betrag von f(z) awischen den

Werthen
|ay|E*(1 — &) und |ay|E*(1 4 ).
Wiihlt man schliefslich |z| = » noch der Bedingung
laglr(1—9) > g

entsprechend, so wird |f(z)| fir alle z, deren Betrag |z|> r ist, auch
grofser als g.

2) Fir ein z, dessen absoluter Betrag grofser ist als jede angeb-
bare Grofse, wird ferner |f(z)| wegen der Ungleichung

If(z)] > lao| |2*| (1 — 9)

unendlich grols.
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Bezeichnet man die endlichen Grofsen:

1) () R N .
7}!_ f:f(a(::::)’ mit C, = a, 4 if, w=v,v+1,...n),

so entsteht die Formel .
h . .
POt — 1 @+ B+ + (@t iB)
und daneben 1ist: .

I/ . .
HEAB| |14 (e, 4 6B+ - (a0 iBO.
Es fragt sich nur, ob man % so wilhlen kann, dals die rechte Seite

kleiner als 1 wird. In dem Falle eines negativen «, kann man gewils
einen positiven reellen Werth von A finden, so dafs in

FEtD) — YA+ ah™F - F @b + @b+ B )

der absolute Betrag des negativen Gliedes 2a,h” den der Summe aller
iibrigen unter dem Wurzelzeichen stehenden Glieder, welche & Po-
tenzen enthalten, tibertrifft, und dann wird in der That

h N
In den Fillen Iz, + B)| <|f(2)]

“v>0; av=09 ﬁv >0a av=0, ﬂv<0,
liifst sich der aufgestellte Satz beweisen, wenn man der Reihe nach Grofsen
h von beliebig kleinem absoluten Betrage finden kann, fiir die A” reell
und negativ, oder A” rein imaginir und positiv respective negativ aus-
fillt, denn dann sind wir auf den schon behandelten Fall zuriick-
gefiihrt. ¥)
Versteht man unter ® eine positive reelle Grofse und setzt
h= @k,

8o mufs man nunmehr fragen, ob man Grifsen % angeben kann, fir
welche

kb = -1 oder k =17 oder &k = —1
ist. Ist v zuniichst eine ungerade Zahl 2p + 1, so sind
'_l) ("‘l)“i, ("l)ﬂ(—")
Zahlengri(sen der verlangten Art; ist aber » eine gerade Zahl 2%(2 u4-1),
80 suche man in den Gleichungen
BEpatt = 1,4, —i

erst Werthe fiir %%, deren (2u+-1)' Potenz gleich —1, ¢, —1 sind.
Solche Werthe a haben wir eben angegeben, und es handelt sich nur
mehr um eine x-malige Wiederholung der Aufgabe, aus einer Grolse
a die zweite Wurzel zu ziehen, denn ist

*) Diesen Vorgang beniitet Weierstrafs in seinen Vorlesungen.
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Continuitiit der ganzen Function sehr einfach erkennen werden. Es
mag hier nur noch hervorgehoben werden, dafs man zum Beweise der
Existenz der Wurzel einer algebraischen Gleichung f(z) = 0 auch schon
an dieser Stelle nach einem Verfahren forschen konnte, durch welches
man eine Werthereihe
4 (v=1,2,3...)

mit der Grenzstelle ' = ¢’ 4 %’ so bestimmt, dafs die zugehdrigen
Functionswerthe mit den absoluten Betriigen:

I + 7)| = VFE, 1) F $ &7, 70
eine Elementarreihe constituiren, denn dann wiirde dem Grenzwerthe
g 4 iy’ ein Werth

Ver&,n)+ v*E,9)=0

zugehoren und weil hierin ¢ (§°, 9") und ¥ (§', %°) einzeln verschwinden
miifsten, wire auch

fE+in) =9 E,7)+ivE, 1) =0,
und das Verfahren hitte eine Wurzel z° = £’ 4 i7" geliefert. *)

§ 19. Grofster gemeinsamer Theiler sweier ganser Functionen
einer Variabeln.

Nachdem wir in der Zerlegung ganzer Zahlen und ganzer Func-
tionen eine auffallende Ubereinstimmung gefunden haben, liegt es
nahe, die Verwandtschaft der Theorie der ganzen Functionen mit der
der ganzen Zahlen niher zu verfolgen und vor Allem die Bestimmung
des grofsten gemeinsamen Theilers zweier Functionen vom n'® und
m'e» Grade vorzunehmen, d.h. denjenigen algebraischen Theiler zweier
Functionen zu suchen, welcher den hochsten Grad besitzt.

Lassen die gegebenen Functionen f(z) und g(z) die Darstellun-
gen zu:

f(z) =a,(z — 2" (& — Z)™ ... (& — )™

9(8) = by(@ — 2 (5 — &)™ ... (& — 7)™,

L4
wo Enﬂ'= »n und Em..- =m ist, und sind etwa z,, z3...2, ge-

u=1 ryr=1
meinsame Nullstellen und v., vy,...v, die kleineren der zugehbrigen
Exponenten 74, ng,...ny resp. ma, mg,...m,, so ist offenbar

(2 — za)e(x — )0 ... (T — a2)™
der grifste gemeinsame Theiler von f(z) und g(x).

*) Man sehe Lipschitz’' Verfabren in seinem Lehrbuche der Analysis nach.
Dort sind allerdings die trigonometrischen Functionen beniitzt, demen wir hier
bei der Reproduction des Cauchy’schen Beweises ausgewichen sind.
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mit denselben Unbekannten z° z!,...z"+"—! und diese Gleichungen
konnen nicht (wie es R = O verlangt) gleichzeitig d. h. fiir dieselben
Werthe 29, 2!, ... z™+*! bestehen, wenn f und g keine Nullstelle ge-
mein haben.

Daher ist R =0 die nothwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, dafs f(z) und g(z) mindestens einen gemeinsamen algebraischen
Theiler ersten Grades besitzen.

Die ganze Function R der Coefficienten der gegebenen Functionen
heilst die Resultante von f und g.

Tritt an Stelle der Function g(z) die erste Ableitung von f(z)
f'(z), so heifst die zu f und " gehorige Determinante R die Discri-
minante von f(x) und deren Verschwinden besagt, dafs f(z) eine zwei-
fache Nullstelle besitzt, denn die oben gewonnene, von der Existenz
der Nullstellen unabhiingige Darstellung der ganzen Function

f(@) = [ (@) 1) 524 @) EGH . i) ECHS
lifst erkennen, dafs f(x) im Falle des gleichzeitigen Verschwindens
von f(z,) und f®(z,) durch (z — z,)* theilbar ist.

Das analytische Aquwa.lent daftir, dafs f(x) eine vfache Nu]lstelle
Z = z, besitzt, besteht in dem Verschwmden von

) f(z), fO@),...f" ()

und umgekehrt wird x, unter diesen Bedingungen eine vfache Null-
stelle von f(x) sein.

§ 20. Fortsetzung.

Den grolsten gemeinsamen Theiler zweier ganzer Functionen f,
und g,, wo die Indices nun immer die Gradzahlen anzeigen sollen,
konnen wir noch durch ein Divisionsverfahren ermitteln.

Wir bemerken, dafs man zwei gegebenen Functionen f, und g,
(wo » >m sei) stets zwei ganze Functionen vom (# — m)'*» und nie-
drigerem als dem m'* Grade p,_, und g,—; so zuordnen kann, dals

bo”—m-H f 5 = Gm Pn—m + gm—1
wird. *) Bildet man néamlich

bfa —ay In = CWzr1 e, 2 . .. )} = gay
b Qn-r—cou’x"_"'_ly = comz"—f-{-c @) gn-3 + s = qﬂ-ﬂ

B oG = eV g8kt BT g |
und multiplicirt diese (» — m - 1) Gleichungen der Reihe nach mit
*) Vergl. Weierstrafls: Einige auf die Theorie der analytischen Functionen

mehrerer Verfinderlichen sich beziehende Siitze (in den Abhaudlungen aus der
Functionenlehre 8. 117).
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der fiir p =1 in eine Constante iibergeht; und zwar ist g,_, der
grofste gemeinsame Theiler der gegebenen Functionen, weil jeder
Theiler von f, und g, in g,—, enthalten sein mufs.

Ist g,—, eine Constante, so nennt man f und g, Functionen ohne
gemeinsamen Theiler und deren Resultante R ist von Null verschieden.

Wenn umgekehrt f, und g,, keinen gemeinsamen Theiler besitzen,
ist gu—; eine Constante und daun lifst sich der Quotient von f, und
gm in der Form eines Kettenbruches anschreiben *):

Ia
—g—m— = PDmn—n + (l) +

(2) + +

( -1) .
" + p(u-)

Bildet man die Briiche, welche durch Vereinigung von p,_, und
den ersten v Gliedern der Kette entstehen, d. h.

Zo@) _ Paem . Zy(2) 42 2%, _,+1
n—1

Wo@) — "1 0 W@ ~ P Py (R
Zy(2) Pt(z) Zy+Z,y

1
M TP E 4 T e N,
1

usw. und durch den Schlufs von v — 1 auf »:

Z,() n 2%t 2y 7)
N @ = Pr-m u) 4L ” =£ 2ON_+N
Tty
und endlich N’"((z -f" ) 80 erfiillen zwei aufeinander folgende Briiche

die durch denselben bchlufs leicht zu verificirende Beziehung:
Zv—le - Z'Nv—l = (— l)'
(— l)m(zm—lgm - m—lfn) =1.

(—‘ l)n1+l -Nm+l == Py -1 y (_ l)mzm—l = @Pp—1,
wo die Indices offenbar gerade wieder die Gradzahlen dieser Functionen
anzeigen, so wird

und speciell ist

Setzt man

Pr—19m + ’d’m——lf;a =1.

1) Wenn also f, und gn keinen gemeinsamen Theiler besitzen, so
gibt es stets zwei bestimmte ganze Functionen des (n — 1) und (m — 1)ter
Grades @a—y und -1, welche die Gleichung:

. Pu—19m + Ym-1 fn =1 (a)
identisch erfiillen.
h *) Vergleiche Lipschitz 1. c.

»"Z, —1+Z,
(r) N 1+

*+) Ich schreibe auafﬁhrlich






104 Zweites Capitel. II, Abschnitt.

wire, so ergibe sich nach Multiplication dieser Gleichungen xmt Vm-it
resp. @.—: und dann folgender Addition die Beziehung:

Pat-1Vmt — VYmt1Puit =0,
doch darum wiirde die Summe:

q’;—l‘—l gm + ll»',:‘—t—n fl = 0-
Eine solche Gleichung sollte aber nicht existiren, folglich ist die An-
nahme unrichtig und £, und g. besitzen den Theiler 8,, aber gewifs
keinen Theiler hdheren Grades, denn dann miifste eine Gleichung der
ausgeschlossenen Art bestehen.

Das analytische Aquivalent dafir, dafs f(z) den Theiler g.. be-
sitzt, lag in dem Verschwinden von m ganzen Ausdriicken ¢{*-=+" in
den Coefficienten von f, und gm.. Ebenso milssen ¥ ganze Functionen
dieser Coefficienten verschwinden, wenn f, und g, einen gemeinsamen
Theiler k' Grades haben sollen, denn damit in der Folge von Gleich-
ungen auf 8. 101 g,_, vom Grade ¥ wird, mufs diese Folge mit der
Gleichung

G = Q™M + ¢y
abbrechen und hierin die ganze Function (¥ — 1)‘* Grades g;—; mit
k Coefficienten identisch Null sein.¥)

Mit Hilfe der hier abgeleiteten Sitze lassen sich die fir die ganzen
Zahlen aufgestellten Theoreme iiber die Thexlbarkext auf die ganzen
Functionen iibertragen.

1) Sind £, und g. ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler
und ist % eine beliebige dritte Function, so ist jeder gemein-
same Theiler von f,k und g. auch Theiler von %.

Es ist namlich

ImPxn-1 + fn #'-—l =1
y-GP.—xk + fuk . Var =k

und jeder Theiler von f,k und g, ist Theiler der links stehenden
Summe, er mufs daber auch in X allein vorkommen.

2) Das Product zweier Functionen f, und X, von denen keine durch
gm theilbar ist, kann kein Vielfaches von g, sein

3) Sind f. und g. Functionen ohne gemeinsamen Theiler, ist aber
9w ein Theiler von f.k, so muls % durch g, theilbar sein,

1) Besitzen f, und g. keinen gemeinsamen Theiler, so ist jedes
gemeinsame Vielfache dieser Functionen vou der Form f,g.k,
ist aber f, == ¢ O, gu == ¢6 und haben ¢ und v keinen Theller
gemein, 30 erhilt jedes Vielfache von 7, und g, die Gestalt
¢e¢Ok und ge® ist das kleinste gemeinschatliche Vielfache.

Die Vielfachen von f, uud g besitzen nimlich die Gestalt fp

* Weierstrafs L . & 21
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und wiederum sind a, , ganze Functionen von z,, z,, ...z,; so fabre
man fort.

Wenn in f(z, x,...2,) , in der n,'>*, z, in der m,'*», z, in
der n,te Potenz vorkommt und man gibt dann z, (v =1, 2. .. %) die
%, 4 1 verschiedenen Werthe:

gv.l’ Ev,i ----gv,u,,-l-l
und setzt voraus, daf8 f fiir jede Werthecombination
xl=§l,a.. zz=’§2,a,, xn‘——"gn,a,
verschwindet, wo «, irgend einen der Werthe 1, 2, ...%n, 4+ 1 be-
zeichnet, so milssen siammtliche Constanten in f(z,, z,...2,) Null
sein, d. h, f verschwindet identisch, was fiir ein Werthesystem
x|=§: :l'2==§2, ---xn_——gs
man auch wihlen mag.

Gibt man den Variabeln z,, z,, ...z, irgend feste der vorgelegten
Werthe, so verschwindet die ganze Function f noch fir n, 4 1 Werthe
von z, und das ist nur moglich, wenn siimmtliche Constanten

@y, Gy . .. .Gy
Null sind. Da man denselben Schluls ziehen mufls, welche der Werthe-
combinationen fir z,, z,, ...z, auch verwendet werden, so miissen

in jeder ganzen Function a,, a,, ... a, von z,, z,...z, alle Coeffi-
cienten verschwinden und dann ist f identisch Null.
Eine ganze Function f(x,, Z,, ...Z.) vom n'™ Grade in

z, (v=1,2...%)
wird demnach fiir jedes Werthesystem (z,, z,, ...x,) Null, wenn sie

fir die

4 1) (m+1) ... (1)
Combinationen aus n, + 1 Werthen fir z,, n, + 1 Werthen fir z,,
und n, + 1 Werthen fiir x, verschwindet. '

Weunn jede ganze Function einer Variabeln Nullstellen hat, leuchtet
ein, dafs eine ganze Function mehrerer Variabeln unendlich viele Null-
stellen (£,, &,, .. .Ex) besitzen wird, doch unter diesen kénnen nicht alle
aus n,-+ 1 Werthen fiir z, (v==1, 2...%) gewonnenen Combinationen
vorkommen, sonst wiire die ganze Function an jeder Stelle Null.#¥)

Zwei ganze Functionen, von denen keine z, in hoherem als dem

*) In jeder Umgebung einer Nullstelle der ganzen Function liegen schon un-
endlich viele andere Nullstellen, doch die Gesammtheit constituirt nur ein Con-
tinuum von (2% — 2)-facher Ausdehnung, indem man (n — 1) der Variabeln
Xy, Xy, ...x, beliebige Werthe geben kann und die Werthe der n'e» nur in end-
licher Anzahl vorhanden sein kénnen, wenn die ganze Function nicht identisch
Null werden soll. Andernfalls giibe es niimlich eine Hiufungsstelle (x), in deren
Umgecbungen unendlich viele Werthesysteme (z°) liegen, fir die die Fanction
verschwindet,
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fl(xl) Ty - 'xu)hl +f2(xl: Zyy ¢ "xn)hz + cc +fn(x|, Zoe-- +Ea)hl

+ Eth’v(xn Zyy - Tnj Byy By oo ha)
r=1
erhilt, wo f, und ¢, ganze Functionen ihrer Argumente sind und ¢,
mit den n Grofsen & verschwinden.
Bezeichnet man die Ableitungen von f als ganze Function von z,
allein betrachtet mit
f::: fg,)’ ""f:").Oder o af 9

axf ’ ézv! ! 8a: i
und bildet man
@, Zay oo  Zuory By 4 oy Zogry -« . )

. hv " h-l
== f(x,, Zgy - xn)+af’ +aaxf; '_+ g:c'{: nt?

so zeigt eine einfache Ueberlegung, dals
fo(z,, Zy .- a"xf' (v=1,2...1n)

sein muls. Man nennt diese ganze Function f, dic erste Derivirte der

Ableitung von [ nach der Variabeln z,. .
Von dieser Function kann man Ableitungen nach anderen Variabeln
. . of, .. &f of, of
z, bilden. Bezeichnet man t -— und =2 mit ,
» 8,,""3::6 und -2 “"axax 80
wird aber
o*f orr

dz,0z, ~ o=,0z,
Erinnert man sich, wie der Ableitungsprocefs definirt war, so ist klar,
dafs dieser Satz bewiesen sein wird, wenn er an dem einzelnen Gliede
der ganzen Function f:

An oy, ;™™ . T = @(Xy, Ty ... Zs)

bestiitigt werden kann. Es ist in der That:

*e [ My g My—1 gy 4y ™
FENCE = az" (’”yAm.. m,y .. mnxl""x,"‘* .. 1: ’ .13 £'+l .o .z..)
m,—1 m,—1 m,
=mmydnm, .. o« T™T™ T TR T

= —a% (’n'A”'l"‘: e ﬂl,zlm'x‘zm’. .o x:‘l‘-l os e z:"‘)
v
aﬂ
ax az y W.2Z. b W,
Dieser Satz ist dahin zu verallgemeinern, dals in
gttt thng g, ... 2,)
T omMom . gatn
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Wir fihren die hier gebrauchte Bezeichnung fiir die Ableitungen
auch in dem Falle einer Function einer Variabeln ein, schreiben aber
statt runder grade d, um ein Unterscheidungszeichen fir die voll-
stindige und die oben vorkommende theilweise (partielle) Ableitung
nach einer der Variabeln z, zu besitzen, und erhalten:

flz+M
—fla) + @b B By a*n::) »
@ = (f@) +

+ df(-'c))dx—a +(d‘f(x) a(?fq)'+ +(d"f(z) a(_z”?)"

Man ordne die ganze Function noch in anderer Weise, bilde in
jedem Gliede

Ay ..m g T™T™ . . . Ta®
die Summe der Exponenten (m, 4+ m, 4 ... - m,) die sogenannte
Gradsall des Gliedes und fasse die Glieder gleichen Grades zusammen.
Nennt man eine ganze Function, deren Glieder alle denselben
Grad besitzen, ganze homogene Function, so lilst sich jede ganze
Function f als Summe homogener Functionen

ottt +tn
darstellen, in welchen der Index den Grad des Gliedes anzeige. Die
hichste dieser Gradzahlen m heifst die Dimension der Function f.
Ist eine ganze Function f ohne constantes Glied f, gegeben,
r=H+fi+---+1w
so ist f in der Umgebung der Stelle (0) eine stetige verinderliche
Grofse.
Bezeichnet naml:ch gu eine positive Grofse, die grolser ist als
der grolste unter den Betrigen der Coeflicienten in der homogenen

Function f., so ist
Il < gu(izyl 4120 4 - -4 22t

Ist ferner g eine positive Grolse, grilser alz jedes der g,, und nennt

man die Summe E r, §&, so wird:

re= |

@y, xp . x ) <gE+E+ -+ 8V < g8 1i£ )

Jetzt kann man aber & so withlen, dals q§ ! kleim\r wird als eine

beliebig kleine Grilse 4, und darum gibt es nm h cine U mgebung »
der Stelle (0) derart, dals fir jede Stelle derselben
Xy, Tes o X' LS
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der durch die Eigenschaft definirt ist, dals er ein Vielfaches
jedes gemeinsamen Theilers ist.

2) Sind f und g ganze Functionen von (n — 1) Variabeln ohne
gemeinsamen Theiler und keine dritte Function dieser Variabeln,
8o ist jeder Theiler von f% und g ein Theiler von k.

3) Mehrere Functionen von (n — 1) Variabeln besitzen auch ge-
meinsame Vielfache und es existirt eines, das in allen iibrigen
als Theiler vorkommt. —

Ferner bemerken wir, dafs eine Function f(z,, z, ... z,), die bei

jedem Werthe von z, durch g(z,, 2, ... z,) theilbar ist, die Gestalt

) 9(Zyy Zyy oo . Tu) K2y, Ty ... Za)

besitzt.
In der That: ist

@), T3y - Tn) =1y (Ty Ty--.Ta) 2™ + [, (2, T3, .. T)T ™ A - -
+ fa(zyy 25, - - - T4),

so kann man die (s, 4+ 1) Functionen f, als lineare Function der in

der Darstellung:

f(@y, 2oy - - - 2n)

n 41
&L, E—8) - @b ) @ — Eupa) - @ — Eag)
_gf (Euy Tyy Ty . o . Tn) 1 BT J 1 (e S PO (=
vorkommenden Grolsen f(&,, z,, . ..Z,) ausdriicken, die der Voraus-

setzung nach durch g(z,, z, . . . ,) theilbar sind. (Unter §,, &, . . . Eat
sind ganz beliebige endliche Grofsen zu verstehen.) Deshalb werden
die Functionen f,(z,, 2, ...2,) durch g theilbar sein und der Satz
erscheint erwiesen.

Ist nun f(z,®, z,, ...z,) durch eine Function

y(xl) xz, “ . xa) ==goa‘,”‘ + g,x{"“ + “e . + gm’
wo die Functionen g,, g, . . . gn keinen gemeinsamen Theiler besitzen,
theilbar in Hinsicht auf die Variable z,, so wird
9" — Pa-n § = qm-1 =0,

oder wenn man
G "Xy, Ty Tn) =

setzt,
?f— Da—ng =0.
Zufolge der Voraussetzung iiber die Beschaffenheit der Functionen
9o» Uy - - - 9m kann p kéin Theiler von g sein, y mufs vielmehr in
Pn_m 8ls Theiler vorkommen und dann wird
f(zy, 2y, -.. Zn) =9(2y, Zpy --- zs) k(2y, 7, ... Z.), W.z. b. w.
Besitzen f und g als Functionen von z, einen gemeinsamen Theiler

Lteo Grades @, so existirt einmal eine Gleichung
99+ vf=0.
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Nenner n(z,, z,...,) besitzen mdgen. Dividirt man hieranf die
Gleichung
okg + vfk =k

durch g, so folgt eine Beziehung:

Kz, 2...2,) k

T, z) 9
oder

k.n(zy...2.)=9g.K(z,. 2,, ...%).

Setzen wir fest, dals g nicht in das Product zweier ganzer Functionen
zerlegbar sei, deren eine blos (» — 1) Variable enthdlt, so wird

k=g K'(z,, 2,...%),
d. h. K ist durch # und k% durch g theilbar.

Endlich besteht auch fiir ganze Functionen von s Variabeln der
Satz:
Jedes Vielfache zweier Functionen f und g ohne gemeinsamen
Theiler ist durch fgk und jedes Vielfache von fe=¢ & und g =9 &
durch v &k gegeben.

§ 23. Rationale gebrochene Functionen.

Handelt es sich nun darum, den Quotienten ganzer Functionen
f und g, d. h. die rationale gebrochene Function
— f@. o ... 2)
9(Zys Xy, .. - Z,)
zu untersuchen, die an jeder Stelle, die nicht Nullstelle des Nenners
ist, einen bestimmten Werth besitzt, so konnen wir f und ¢ von dem
grolsten gemeinsamen Theiler & befreit denken, denn
F [ vd
hat an allen Stellen, die nicht Nullstellen von & sind, den Werth,
welchen —:} daselbst besitzt, und der Werth von F an einer Nullstelle
(z©@) von & darf wieder als der Werth von
¢ (=)
® (™)
definirt werden, indem der Werth von F' uach eben diesem convergirt,
wenn die Stelle (z) nach (x®) convergirt.
Zur Beurtheilung der Beschaftenheit der rationalen Function F
haben wir demnach nur mehr die Fille zu untersuchen, wo der Nenner

g aber der Zibler f nicht verschwindet, oder wo g und f dieselbe
Nullstelle besitzen, ohne dafs das gleichseitige Verschwinden von f

F(z,, z,, ... )
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fla, 4+ by, ay + by, ... an + hy)
: ( A (TS ..z,,)) DR . s

y » v el T
oz "oz, .. dxy»

v, 9! v !
LY TR ! z »

Gy, Gy... Gy
verschwindet, indessen

l9(ay + by, @, + by ... ax+ ha)| >0

wird.

Der Strich bei dem Summenzeichen soll anzeigen, dafs v,, »,...v,
nicht gleichzeitig Null zu setzen sind, indem f(a,, a,, ... as) =0 ist.

Stellt man f(a 4 k) in der Form dar:

Ay + At - - A,

80 bezeichnen die Coefficienten 4, ganze Functionen von &,, hy... hA,.
A,, wird mit den Grdfsen h,, hs . .. h, unendlich klein, denn 4, kann
kein constantes Glied enthalten, indem f die Nullstelle (a) besitzt.

Um eine Stelle (a 4 A) der verlangten Art zu finden, wihle man
fiir h,, hy ...k, ein System von Werthen in unendlich kleiner Um-
gebung der Stelle (0) und den zugehdrigen Werth von A, entnehme
man der Gleichung:

Agh + Ahmt A - A Ay = 0.

Dabei darf man natiirlich 4,, hy. .. h, nicht solche Werthe geben,
dafs die Resultante der Functionen f und g

R(zyy Z3. .. xa)
die Nullstelle (@, + h,, a3 + hy, . . . . an + hy) besitzt, sonst konute
auch g daselbst verschwinden. Da die Resultante zweier Functionen
f und g, welche keinen gemeinsamen Theiler haben, nicht identisch
verschwinden wird, muls es moglich sein, solche Werthe zu finden,
und es fragt sich nur, ob jedem dieser Bedingung gehorchenden
Werthesysteme (hy, hg . . .hs) €in by von unendlich kleinem absoluten

Betrage zugehoren kann.
Das Product der unserer Gleichung genfigenden Werthe A, ist

4,
(— I 4, °

Damit also eine Wurzel &, von unendlich kleinem Betrage existirt,
mufs , (— b~ —j—:‘—l mit h,, Ay ... hs unendlich klein werden. Wenn
Ay(hyy by . .. hy) mit h,, hy ... h, nicht unendlich klein wird, oder 4,
ein von den Grofsen h freies Glied enthidlt, gibt es gewils eine Wurzel
B, der verlangten Art, denn A, enthilt keine Constante. Aber 4,
besitzt eine Constante, sobald in f(z,, Z,, ...%a) der Coefficient von
x,™ ein von den Grdlsen z,, ... Za freies Glied enthilt,
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§ 24. Lagrange’soche Interpolationsformel.

Summen gleicher Potenzen der Wurzeln einer Gleichung.

Wir haben in diesem Capitel noch eine Reihe von Sitzen iiber
die ganzen und gebrochenen rationalen KFunctionen einer Variabeln
vorzutragen, die eine mannigfache Verwendung finden werden. Wir
beginnen mit einer Umgestaltung der Lagrange’schen Formel.

Jede ganze Function n'® Grades war in der Form dargestellt:

f@) = F@)+fO@) ST+ 10@ ESE 4 o o) BB,
und wenn f(z) die vfache Nullstelle , besitzt, wird

F@) = @z [ BFO@)+For @) Ep i -+ fia) E=2].
Der Werth des Quotienten von f(x) und (z — z,)* an der Stelle z,
ist, wie wir nun wissen, nicht etwa

0 " (=)

0 v

(M —_ _1' o (z,).
(x — :c,)"_z v.

sondern es gilt

Gehen wir auf die Bestimmung der ganzen Function n'® Grades zu-
riick, wenn deren Werth fiir (» + 1) Variabelnwerthe §,, §,,... Exp

gegeben ist: _
f(E&)Y=n (@=12,...041),

41

[[c—&)=9@,

v=1

(g,. _— §l) cen (gv - gv—l) (gv - §v+1) e (gv - gn+l)
_ (qa () _ (pm(g')

z—§,
z=Gy

setzen jetzt

so wird

und die Lagrange’sche Formel erhilt die Gestalt:
n41

n41
— T 9@ BV I(&) | e@)
f (x) —Zq,'(g.)x—g, o (k) T8 T

r=1
Bs erscheint hier wichtig, die erste Ableitung einer ganzen Function
mit 7 Nullstellen, welche also die Darstellung

f@)=af] [@—2)

r=1
zuliifst, direct bilden zu kbonen.
Die erste Ableitung ist zufolge der Formel
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Wenn man die beiden Ausdriicke fiir die Ableitung einer ganzen
Function mit » Nullstellen:

f(x) = n($~$,)=x.+a1x“—1+a2xn—:+,,_+a.

r=1
re =3 1o

@ =mnz"14a,mB— D22+ -+ aa
mit einander vergleicht, ergibt sich ein bemerkenswerther Satz fiir

die Summe gleicher Potenzen der Wurzeln der Gleichung f(z) = 0.
Es folgt durch Division:

T =t @t a) et 4 @ may o+ a)
+ @&+ a4 Baaz o aa),

x1f+x2’+...+x:=s,

und

und wenn man

setzt wird

xf(-'z =nz*' 4 (5, + na,) 2"+ (s, + 8,4, + nay) "3 4 -

r=1

+ (Su—t + Su-3ay + - - - 4 5, Gn-3 + N A1)
Jetzt gibt der Vergleich dieses Ausdruckes fiir f(z) mit dem zweiten
der oben genannten die Beziehungen:

s$i+a;=0
s+ 818y 4+ 2a, =0
-53+3zaa+3|‘12+3“3_0

.s,._1+s,.._ga, +S,._sa, +s,...4a‘ + + Sy Qx- g+(ﬂ —1 ) gy = 0
aus denen man successive die Werthe filr die Polenzsummen s, ermit-
teln kann:

5 = —a,
32 = a12 - 2a2
s3 = —a,°+ 3a,a, — 3a,
und endlich sy—;; s, ist gleich n.

Um die Summe der #'® und hoherer Potenzen der Wurzeln zu
finden, bilde man

sz(x) =a:"+m+ alx"-"'"—l + P + AT = 0’
ersetze hierin z der Reihe nach durch z,, z,,...z, und addire die
Resultate, dann entsteht die Relation

3n+m+ @y Sntm—1 + ttt + Sort10n-1 + SmGn = 0:
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Die Function .
(@) Zyy o - Zn) = [4(Ty, Tyy oo - Za) TN A 1 (T Ty o o - Ta) TP - -

+ fa @y, 254 ... %a)
moge bei einer Vertauschung der Grofsen z, in .
F(Zy) Ty oo Tn) = @y (Tp, Ty, - - - Ta) Ty + @y (Ty, Ty, - .. Ta)TP -+ -
+ Pu (%) Ty -+ - Tw)
tibergehen, dann sind die rechts stehenden Ausdriicke der Voraus-
setzung nach fiir jedes Werthesystem (z) einander gleich, und man
erschlielst, dafs

. no=1, fo=0g- . fa, = ps
wird, —

Eine symmetrische ganse Function f(z,, Z,,...xz,) Uifst sich stets
auf eine und nur eine Art als ganze rationale Function der n (oben
genannten) symmetrischen Functionen a,, a,, ... a, darstellen.

Ist ein Glied der Function f(z,, z,,...2,) von der Form

anap .2 (@S,

so kommen in derselben nothwendig alle durch Vertauschung der
Grofsen z, abzuleitenden Glieder vor, gibt es also ein Glied z%, so
enthillt /' alle Summanden von

3
Dz =5,

v=1
und s, ist eine ganze rationale Function der Grofsen a,, a,, . .. Gx.
Die Summe aller durch Vertauschung aus z2 2% hervorgehenden
Glieder :

a

zy Zy
. . v, v
wird gleich
S$aSa’ — Sata’s

wie man bei der Bildung des Productes s,s,' leicht ibersieht, und

ferner gilt
Zx;'xﬁ = 1 (Sa*— S2a).

¥, ¥
. ¢ a a . g ey
Sa” Z' xy = Z'a:., zy Ty + E'a:",” 2% 4 g gite
153 v, v, v’ 1254 v, v
ist, wird

; x:zg.' x‘::,' = 8,8q'Sa" — (s¢+a~ Sa"’ + Sa'ta''Sa + Sat-a” S,,') + 23‘, ta'4a” s
¥, v,

und so fortschreitend findet man, dals jede Summe

a
Z,’x‘.‘-‘:c‘.""- e (B<n)
vyr'.. e

Da
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Angenommen, dafs in einem solchen Quotienten q—';'—‘ der Nenner
n

gm als Product zweier ganzer Functionen g) und ¢® ohne gemein-

L= RN

samen Theiler darzustellen sei, so kann man die Function
m

Summe zweier Quotienten ganzer Functionen ausdriicken, deren Nenner
beziehungsweise die Factoren g® und g® sind.

Die Gradzahlen von g und ¢gi® seien g und v (g 4 v ==m),
dann kann man digsen Functionen g}}) und ¢ zwei und nur zwei
Functionen ¢,_; und ¥,_; so zuordnen, dals die Gleichung

Py—1 yﬂ’ + 'I’p—l g‘,” =1

besteht. Ks existirt deshalb eine Relation der Form:
1 Pyt , Yu
W T

und dann wird

et _ Im-1 %y + Im—1 Yu—1
Im Fa) o
g Py—1 P m—3 9? ) + Q'—‘l y

dm-1Yu—1 = — Pos y;,” + Q,u—h
so entsteht die Gleichung

Setzt man

Im- vt | Qu—

—9_—,‘! = (Pm-2 - P’m—s) + —y—(}i! + _;“'(‘_‘l_)_l
oder

q:»—l = (Pm—i - P’m—i)ym + Q’—l y,(‘l) + Qp—l yﬁ’) .
Da aber die ganze Function g,-i nicht die Summe einer Function
2 (m—1)' und zweier Functionen (m — 1) Grades sein kann, mufs
hierin
P m-3 — P' m—3

identisch verschwinden, und es folgt, dafs eine echt gebrochene ratio-
pale Function, (in welcher der Zahler von niedrigerem Grade ist als
der Nenner, und) in welcher der Nenner das Product zweier ganzer
Functionen ohne gemeinsamen Theiler ist, als Summe zweier echt ge-
brochener rationaler Functionen dargestellt werden kann, deren Nenner
die genannten Factoren sind.

In der Gleichung
Im—1 @yt _Q_,.-l
B L
sind die Functionen @Q,_i, Qu—1 hOchstens von den bezeichneten
Graden. —
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Will man die Coefficienten ¢, berechnen, so setze man in der Gleichung
k 3

= — My, _.q_" (ﬂ -

Qm—l(x) 'll(x gu) ’g @ — £x)™
die angegebenen Ausdriicke fiir g,(x) mit den unbestimmten Coeffi-
cienten ein, setze nach Ausfithrung der Multiplicationen die Coefficien-
ten gleich hoher Potenzen in g,—; und in der gunzen Function rechts
einander gleich, so erhilt man zur Bestimmung der m Grofsen ¢, m
lineare Gleichungen, deren Determinante nicht verschwinden wird,

weil es eine bestimmte Zerlegung fiir den Quotienten ;- L gibt.
Die rationalen Funectionen
2, (@)
\5— £ me?
in welchen m, > 1 ist, kann man noch weiter zerlegen, was am ein-
fachsten dadurch geschieht, dafs man

qx ('T) = qx (§x) + qﬁ. (8,) x_; £ 4 ("‘y"l (E:) = E_) l’)"_

setzt. Es wird dann

my —1

4, (%) 11::"‘ )(Ex) 1

PR S R

my =0
Jetzt erscheint nachgewiesen, dafs der Quotient zweier ratiomaler
Functionen f, und g, , deren Nenner die

m,, m,,...mfachen
Nullstellen .
z=a',aa_;,...(lb .
besitzt, auf die Form

In(z) — aoxn—m + alx’l—m'H + P -+— Ay

G (@)
[(¢V]
4" 4,0 _ 4,
+m_¢l+(z_a). + +(x—a.\""
A,( ) A _ A(,::

titates a,)’ +-- @ — o)™
A® Af,';)
Lt G + oy
gebracht werden kann, wo neben den Coefficienten Af;) auch die Co-

efficienten a,, a,,...as_n eindeutig bestimmt sind.
Im Falle einfacher Nullstellen erhilt man die Formel:
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fa(@) A™
@) = Pm(@) + 2:2:——4!

deren Coefficienten A™ noch in anderer Weise als frither bestimmt
werden sollen.
Bildet man die Gleichung

fa (%) = Pa—n(Z) gn(x) + 2

x=1

A® gm

x —a,
und ersetzt hierin g(r) durch

T—a, ” T—a, 2 T—a,
F@) 5™ g7 E L L g () E"
so geht die Gleichung fiir z = a, in
falax) = A™ g (a,)

iber und deshalb wird
O fle) 1

9(¢)x—a

bg-so+,

Ist der Grad von f kleiner a.ls der von g, so f’é.llt die ganze
Function p(z) aus dieser Gleichung heraus; ist f(z) vom Grade m—1,
so gibt der Vergleich gleichnamiger Potenzen in der Relation

oy
dafs
Y flay)
% =& glay
ist.
Wenn endlich die ganze Function f, von niedrigerem als dem
(m — 1)~ Grade ist, so wird die Summe der Coefficienten der Partial-

briiche, in welche der Quotient gf zerlegt ist,

m

A a4 tdy= DT
! 2 _x=l g'(a") )

Will man die Coefficienten Afz in dem Falle einer vielfachen
Nullstelle @, des Nenners

In = (T — &)™ Gn—m,
.in analoger Weise bestimmen, so gehe man von der Zerlegung

_f,. (.’5) qm.—l_ 4 Ql (
Tate) = (@ i i
oder
fx _ 4, 4, 4+ A + (® — a)™ P, (x)

9@ T @—e | @—ay ' (@ — a)™ 9 (@)
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aus, multiplicire diese Gleichung mit g(z), setze dann:

(M) (o m4-1) m)
9(2) = (a—am LoD (gt SN (gm0

f(@)=f(e)) + f'(l“t,)a:—_l'ﬂ + - () (x :!%)"

P,(2) = P(a,) + PN(a,) a:-Ia. 4. PO)(a,) (x:’m). ’

wobei angenommen ist, dafs f(z) nicht die Nullstelle «, besitzt, und
vergleiche dann die beiden Seiten der nach Potenzen von (x — &,)=Ah,
zu ordnenden Gleichung. Es folgt die Reihe von Beziehungen:

m,)
AD 9T fa,)

AW g m g™t _ [ (@)

m,! ™ (m, 4 1)! 1

(my+-1) (8m,—1) m,—1)
g™t e, W g (@) _ ™ Ny
(m,+1)‘! + -+ Am, 2m, — l)’l = “m— l;!’

4,0 9‘_'::(!“1). + 4,0
aus denen die Werthe von A successive zu entnehmen sind. Man
sieht unmittelbar, dafs alle Coefficienten A5 verschwinden, wenn f(x)
die m, fache Nullstelle &, besitzt, und das sollte natiirlich eintreffen.
Da die m, Coefficienten 4%’ hier durch die 2m, Grofsen g®J(a,)
und f®)(a,) und somit alle Coefficienten AL} durch 2m Grofsen be-
stimmt sind, endlich die ganze rationale Function p,., n — m 4 1
Coefficienten enthdlt, muls die rationale Function 5"— n+m -1 con-

stante Grofsen besitzen, und man wird dieselbe ’:\ngeben konnen,
wenn ihre Werthe an n+m--1 Stellen

Z = goy g];-'-gm, gm-l—ly ---Em-lv-n
vorgegeben sind. Die zugehorigen Werthe heifsen

Mos Mys -+ NMmy Y1y e oo Nmine

Gabe es zwei Functionen .Tf;.“’ —g—”— der verlangten Art, so miilste die
m m

Gleichung re .
nUp— Ly = 0

(n+m)r Grades (n-+m-+1) Wurzeln § haben; das geht nicht an,
folglich ist die Forderung eine bestimmte und es fragt sich nur, wie

die arithmetische Abhingigkeit der rationalen Function von dem Werthe
der Variabeln ausfallen mufs, damit die Function den Anforderungen

genfigt.
Setzt man zunichst voraus, dals n der Werthe % etwa %n4,
(v=1,2,...n) Null sind, dann besitzt der Zihler f, die Gestalt:






Drittes Capitel.

I. Abschnitt.
Potenzreihen einer und mehrerer Variabeln.

§ 26. Gleichmiifsige Convergens.

Wie wir das System rationaler Zahlengrb(sen verwandten, um die
allgemeineren irrationalen Grofsen zu definiren, wollen wir die ratio-
nalen (ganzen und gebrochenen) Functionen zur Bildung neuer mit
den Variabeln veriinderlicher Grdfsen beniitzen.

Verkntipft man rationale Functionen eine endliche Anzahl Male
durch die elementaren Rechnungsoperationen, so entstehen immer
wieder rationale Functionen. Um etwas Neues zu Tage zu fordernm,
miissen wir eine unendliche Anzahl rationaler Functionen

fi(@), fr(2), ... f@), ...
vorlegen und diese verkniipfen, etwa durch Summation. Wir stellen
uns also geradezu die Aufgabe, die Summe unendlich vieler rationaler

Funectionen

2 f+() == F(z)

zu untersuchen.

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dufir, dafs diese
Summe an einer Stelle £ == z, eine bestimmte (von der Anordnung
der Summanden unabhingige) Bedeutung habe, besteht in der Con-
vergenz der Reihe der absoluten Betrige:

2 |,

r=1 !
denn dann kann man nach Annahme einer beliebig kleinen Grolse o
stets ein solches v == n ausfindig machen, dals der absolute Betrag

jeder Differenz

f+(1o)

S 1+(%0) _2-' Hx) | < g,

r=1 r=1

sobald nor m > n ist
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lz—z|<e
geniigenden Stellen z der absolute Betrag
| F(2) — F(=o)|

|(fi (@) — fi(@)) + (fa(@) — Fo(m0)) + - - - |

kleiner wird als d und diese Bedingung braucht nicht erfilllt zu sein.
Wenngleich der absolute Betrag jeder einzelnen Differenz (f.(x) — f,(xo))
beliebig klein gemacht werden kann, ist durchaus noch nicht noth-
wendig, dafs der absolute Betrag der Summe unendlich vieler beliebig
kleiner Grofsen d, endlich oder gar kleiner wird als 4.

Denkt man nach Fixirung eines endlichen Convergenzbereiches
unserer Summe in jedem Punkte des Inneren und der Begrenzung ein
Loth auf die Ebene der Variabeln z errichtet und darauf eine Strecke

abgetragen, die als Maals des absoluten Betrages 2 f+(2,)

ist, so kann es moglich sein, dafs um den Endpunkt jedes Lothes
eine Kugel zu legen ist, welche keinen anderen Endpunkt enthilt.
Dieses Bild veranschaulicht, welch grolse Regellosigkeit in den Werthen

2 fr (a:)l selbst dann zuriickbleibt, wenn wir annehmen, dafs ein
Convergenzbereich existirt.
Wir wollen die Convergenz der SummeZﬂ(w) so beschriinken,
14

oder

anzusehen

dals die durch dieselbe definirte Grofse F'(z) ebenso wie die rationale
Function stetig wird. Wir setzen fest:

Die unendliche. Reihe Zf,(x) convergire in einem Bereiche

(A) derart, dals sich nach Annahme einer willkiirlich kleinen posi-
tiven Grofse d eine ganze Zahl m so bestimmen li(st, dals der ab-

solute Betrag der Summe

St

fiir jeden Werth von # > m und jede Stelle z des Bereiches kleiner
wird als 0. Daun heifse die Reihe in dem Bereiche (A4) gleich-
mdfsig convergent. ™)

So ist z. B. die Reihe

®»

xr

=0
in dem durch die Bedingungen
lz|=£8<1

*) Weierstrafs, Abhandlungen aus der Functionenlehre 8. 70.
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gebung einer der Umgebung R von a angehorigen Stelle b innerhalb
der Grenzen liegt
R—d ud R+44d,
wo d ==|b — a| ist.
Jetzt behaupten wir, dals die Summe einer Reihe innerhalb ihres
Bereiches gleichmdfsiger Convergens eine stetig verdnderliche Grifse ist.

In der That: ist a eine Stelle, in deren Nihe die Reihe >, f,(z)

-~ r=1
gleichmiifsig convergirt, und ist & eine beliebig kleine positive Grofse,
die wir in die Summe von &, und &, zerlegt denken, so kann man
eine ganze Zahl m derart angeben, dals in gewisser Nihe von a der

absolute Betrag von
D h@)

r==sn

kleiner wird als eine Grofse &, sobald n > m ist, und

!Z(ﬂ,(x) — (@) Zf.(-v) i’ fv(a)

wird. Wiihlt man dann noch eine Umgebung von « so klein, dafs auch

<

+ <4,

D (@) — (@)

r=1
wird, so ist die fiir die Stetigkeit von F(x) an der Stelle @ noth-
wendige Bedingung

)

| F(z) — F(a)| < 0
erfiillt und die Behauptung erwiesen.
Von einer unendlichen Reihe rationaler Functionen mehrerer Va-

riabeln

Zf'(xu Tyy - - Tn) = F(x), 25, ... %)

r=1
sagt man ebenfalls, sie convergirt in einem 2n-fach ausgedehnten zu-
sammenhingenden Bereiche gleichmiifsig, wenn man nach Annahme
einer beliebig kleinen Grifse d eine ganze Zahl m so angeben kann,
dafs der absolute Betrag der Summe

Ef'(xli Zyy o o T)

fiir jede dem Bereiche angehorige Stelle (z) kleiner ist als &, sobald
n > m ist.

 Convergirt die Reihe in der Nihe einer Stelle (x) gleichmifsig,
so kaun man, von diesem Bereiche ausgehend, ein 2n-fach ausgedehntes
Continuum von Stellen finden, in deren Niihe die Reihe gleiehmafsig
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%] <O, v=1,2..n)

absolut convergiren und man darf die Reihe nach den Gliedern glei-

cher Dimension g, + u, 4 -+ -+ gs=p ordnen. Ersetzt man hierauf
z, durch ¢,z, (v=1,2..m),

wo die von Null verschiedenen Grofsen ¢, nur die Bedingung zu er-

fiilllen haben, dals nach der Substitution die Coefficienten der Potenzen

von z nicht alle verschwinden, so erhilt man eine Reihe:

S
u=0

und fiir diese suche man ein m so, dafs fiir alle Stellen der kleinsten
g(o)

%l

der Umgebungen der absolute Betrag jeder Summe

S Ay (m' > m)
>

HK=m

kleiner wird als 8. — Dann ist die Zahl m eine der verlangten Art.

Ist §© die kleinste der Grofsen £,@, §,@. .. §® und R ihre obere
Grenze, so convergirt die Potenzreihe fiir alle Stellen des Bereiches

|lz,| <R (v=1,2,..%).

Die Reihe convergirt moglicherweise auch fiir Werthesysteme

. Wiy gy oo Ta),y
fir die

|Z,| > R, |x,| > R, ... |&a=1| > R, aber |z.| < R.

Wir schenken aber der eben definirten Grofse R unsere Aufmerksamkeit,
weil wir gerade diese den Convergenzradius nennen konnen und damit
eine Bestimmtheit der Ausdrucksweise erzielen, wie bei der Potenz-
reihe einer Variabeln.

§ 28. Der wahre Convergenzradius einer Potenzreihe einer
Variabeln.

Wir kehren zu den Potenzreihen ' (z) =2 a,x* zuriick und be-
v=0

merken, wenn der absolute Betrag des Quotienten der Coefficienten
aufeimanderfolgender Glieder Iaa; l stets grofser ist als eine noch so
v+41

kleine aber endliche Grifse r, so ist die Potenzreihe mindestens solange
convergent als |z| < r ist.
Es folgt aus den Ungleichungen:

1 Gy 1
T ; <'—;

@y

a

&
a,
durch Multiplication

< <%,...

r

r—1
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R—(n4 30+t -+

) vl-l-ll—_:_lT<6

wird, und

Blrt p 4o+t

ist noch endlich, aber fir eine positive Grofse £ == R’ > R kann die
Potenzreihe nicht mehr convergiren. Man kann zwar die ganze Zahl
v noch so wihlen, dafs

bleibt, aber der Definition von R zufolge kann R (R + ) nicht
endlich sein.

Der Kreis mit dem Radius R um die Stelle £ =0 hat demnach
die Eigenschaft des wahren Convergenzkreises.

Eine Potenzreihe kann entweder fiir jeden endlichen Werth der
Variabeln oder bestindig convergiren, dann ist der wahre Convergenz-
radius unendlich, oder sie hat nur einen unendlichen Convergenz-
bereich um die Stelle Null (der wahre Convergenzradius ist endlich),
und schliefslich kann sie den Counvergenzradius Null haben, wie z. B.
die Reihe

@)= D nlar =142+ 2122+ 31 5 4.
=0

Wie klein man hier auch |z| annehmen mag, die Werthe |n! z2*|

wachsen mit % ins Unendliche und der Quotlent
ist R und natiirlich auch » Null.
Die Reihe

! T ebenso, daher

x! 1
AR
convergirt jedenfalls fiir die Werthe x, deren absoluter Betrag kleiner
ist als 1, denn der Quotient

(D) (o) =1 =2

hat den kleinsten Werth 1. Der wahre Cunvergenzradius R ist
aber grofser als » = 1, und zwar unendlich, denn wie grofs man anch
|#| = & wiihlen mag, der absolute Betrag der einzelnen Glieder bleibt
unter einer angebbaren Griofse g. Man kann ja zu jedem endlichen
Werthe £ ein % so bestimmen, dals

n>E>n—1,
und dann bleibt der absolute Betrag jedes auf das n'* folgzenden Gliedes

5-_1
< (n—l)!
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wiirde, aber dann miifste wegen der Ungleichung:
lay + 0u] 2 |ao| — |94]

auch
lag+ x| > g
sein. Das ist nicht der Fall, folglich wird in der That
la| < g.

Ist hierauf die obere Grenze der Werthe einer convergenten
Potenzreihe .
P@) = D a2
=0
nit dem Convergenzradius R fiir diejenigen Werthe z, deren ab-
soluter Betrag |z| = § < R ist, gleich g, so geniigt der absolute
Betrag des Cocfficienten a, der Ungleichung oder Gleichung:
la, | <g.&.
Bildet man nimlich das Product:

T"B(a;)=aox_'+a'z—v+l+...+av_lx—l+a'+a'+lz+a'+’xg+“.’

so kann man in der Reihe
[

n=0
ein p = m so angeben, dafs der absolute Betrag

L]

Ay g p 2
n=m-+1

fir die der Bedingung |z| < § geniigenden « Werthe kleiner wird als
die beliebig kleine positive Grofse & Ist dann & eine Grifse, deren
absoluter Betrag |6| < ¢ ist, so wird

gk >|agr— 4 a4t a2+t ay 1T+ F om0

und umsomehr

gE&r + > Appu
A=
Die obere Grenze der rechten Seite, wo |z| = § zu setzen ist, wird
nach dem fritheren Satze niemals kleiner als |a,|, daher ist
gt 6> |al,
und weil ¢ willkiirlich klein ist, gilt
la,| < gk oder g> |a,|E".¥)

Ist eine Potenzreihe mit negativen Potenzen

*) Man beachte, dafs dieser Satz und der voranstehende Hilfssatz nur be-
wiesen werden kann, wenn wir complexe Variabeln in Rechnung ziehen.
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Zur Ableitung des dem fritheren analogen Satzes fir die Coeffi-
cienten einer Potenzreihe

B@i) Tay - e Tn) =2 Oy pre ., BT TP
(p, =0
bendthigen wir den Hilfssatz iiber die rationale Function:
@y, Zpy ... 2s) =
= a, + a, x'ml(‘) x,"'a"’ . x!.""” do a’x‘m.(r)xam,(r) o xy:“(r) ,
in der m,@, m,®) ... m@ (=1, 2..r) positive oder negative Zahlen
bezeichnen, welchem Satze gemiifs die obere Grenze g der Werthe von
lf(xh Loy « - xn) I
fir alle Werthesysteme (z,, z,, . ..z,), bei denen
|z | =§, 2| =&, ... |%| =
ist, die untere Grenze |a,| besitzt.
Wahlt man n Grifsen 6,, O, ... 6, derart, dals
[€,|=1, [6,|=1, ...|6,|=1,
aber ®, keiner der Gleichungen

my ()

ymv(') — l’ ym’("= 1, o y
geniigt und bildet man die Summe:

=1

2 Dl 58, . O =
(My =1
L mm, (@) ()
1 (] ©1— 6" "™ 1— "™
=a, + 52 apk™ k.. Ema ! 8,
e:
1 — emmn(e)
1— emi®
so ist der absolute 'Betrag dieser Ausdriicke nicht grofser als g. Da

die rechte Seite nach passender Wahl von m beliebig wenig von a,
verschieden sein wird, etwa um dJ,,, so ist

lay + 0m| < 9.
Wiire nun |a,| > g, so miifste auch ein solches d,, existiren, dals noch
lao| — [9n] X9

[ap 4+ dn| > 9
ausfalll. Der so hervorgebrachte Widerspruch verlangt, dafs man

lag| < 9
setzt.
Ist dann die obere Grenze der Werthe von |P(z,, z,, ... Za)|

1— 9’m,(e) | — G’m,(e)

und umsomehr
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sind, die in dem den gegebenen Reiben gemeinsamen Convergenzkreise
oder Ringe convergiren werden.

Sind unendlich viele Potenzreihen gegeben, so kdnnen wir die
Summe nicht ohne Weiteres durch Vereinigung der gleichnamigen
Glieder in eine Potenzreihe

211 z¢  oder SA xH

H=—cw®
transformiren, wo
@
()
4, = 2 ;“#
y=1

ist. Setzen wir aber fest, dals man einen Kreis mit dem Radius R

oder einen Krensnng mit den Radien R, und R, (0 < R, < R,) an-

geben kann, in welchem nicht allein Jede einzelne Reihe s]_a,(af:) bezw.
P, (z), sondem auch die Summen

213,(:::) resp. ZP (z)

vr=1
der in bestimmter Aufeinanderfolge gegebenen Reihen
Po(2), P@) (v=1,2...)
endlich sind und fiir alle x Werthe von gleichem ahsoluten Betrage

gleichmilsig convergiren, so kann man zeigen, dafs die Summe
= [

(') A
r=1
fiir jeden bestimmten Werth von g einen bestimmten endlichen Werth
annimmt und in den genannten Bereichen die Reihen

PB(x) =2A z# resp. P(z) -—SA o

= -

unbedingt und glelchmafmg convergiren und

P@) = Du@), Pl) =2P (@)

r=1
wird.
Wir beschiftigen uns mit dem Falle, wo die unendlich vielen

Reihen
) P,(x), Py(x),... P, (2).
gegeben sind.*)
Ist » eine in dem Intervalle von R, bis R, gelegene positive und
¢ eine beliebig kleine positive Grolse, so kann man zufolge der Fest-
setzungen eine ganze Zahl m derart bestimmen, dafs der absolute Be-

trag der Summe

*) S. Weierstrafs, Zur Functionenlehre, Monatsber. der Berl. Akad. 1880.
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SP. ()

fir jeden Werth von z, dessen absoluter Betrag gleich r ist und fiir
jede ganze Zahl n > m kleiner wird als &. Ist n' >n, so mufs des-

halb auch .
21’, () ZP, (x)

r=n' r—s=

< & und < 2¢

werden,
Ziehen wir die hier genannten (n'—n) Potenzreihen zusammen,
indem wir die Glieder gleicher Potenzen vereinigen, so wird der Co-

efficient von 2*, nimlich Za},", der Bedingung geniigen:
S
und diese Ungleichung reicht zu dem Schlusse hin, dafs Z’aj"’ =A4,
einen endlichen bestimmten Werth besitzt. =1

<2&r

Die nun formal zu bildende Potenzreihe

convergirt in dem Bereiche, wo R, < |z| < R, ist, unbedingt. Zum

Beweise nehme man zwei positive Grofsen r, und r,, so dals
R<ri<r<r,<R,

wird und wihle die ganze Zahl n derart, dals

g
Saip

r==n

kleiner als 2¢r,7# und somit auch kleiner als 2¢&r,—* ist, dann wird

@ o
E a”|<2er,~# und _S_'a,‘," < 2er,k,
y=n r=—=sn
Bezeichnet man hierauf
n—1 o
™ __ 40 () ®
Ea,. = A§ Ea,,=A,,,
r=1 y=mn
wonach
. W ®
Ay =4, + 4,

zu setzen ist, so wird fiir die  Werthe von dem absoluten Betrage r

j'ﬂ?’x#l(‘hg({:)’: glAg)x-plsgei‘ 7:_)—#
B»=0 r=0 A=1 Pt
L ]

10
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und
2_@'113)1‘“] < 25(,%',' +;r_'—,)
d. h. die Reihe
.
Z'Aj.”aw
u= o

convergirt unbedingt und gleichm#/(sig.
Die Summe der endlichen Anzahl von Reihen

n—1 ®
DIPy(z) = DAY
Yem 1 m=—o

besitzt selbstverstindlich dieselben Eigenschaften und daher ist auch
2
i A, 2* = P(x)

H=——x
eine fiir jeden z-Werth, dessen absoluter Betrag in dem Intervall
von R, bis R, liegt, absolut, unbedingt und gleichmifsig convergente
Reihe.

Schliefslich ist die gewonnene Reihe P(z) daselbst gleichZP,(.zr) ,

denn man kann in der Ungleichung =1
@ +—°~‘; 3y -+ @
St~ Sian| = | S-S o]
r=1 u=—x r=n H=—x
. & LL 1 1
< 2¢ +2‘(‘;" nt r)
- -

¢ stets so klein wihlen, dals die von » unabhingige rechte Seite fiir
jeden Werth r = |z | unseres Intervalles kleiner wird als eine noch
80 kleine Grofse 0, was fiir unsere Behauptung geniigt. —

Es sei andrerseits eine unendliche Anzahl von Potenzreihen meh-
rerer Variabeln in bestimmter Aufeinanderfolge gegeben:

Bo(Zyy Zyy . - - Tw) = a,‘.'?,,‘,,,,,,” pfgpa. . Tt v=1,2,..)
(p, =0
und es gebe eine Umgebung (R) der Stelle (0), fir deren Punkte (x)
jede einzelne Reihe 3, und auch die Summe

2’37(31’32)'“%) |

convergirt und zwar gleichmiifsig convergirt fiir alle Stellen (z), bei

denen
Lyy Tyyoo.Zn
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der Reihe nach denselben absoluten Betrag r, < R,, r, < R,,.
r. < R, besitzen.

Jetzt kann man pach Angabe von n Grolsen r, r,,...7, und
einer beliebig kleinen Grifse & eine ganze Zahl m so bestimmen, dals
fur jedes Werthesystem (r,, x,, . .. z,) der Beschaffenheit:

|2 =1y, |2 =1y ... |Za]| =ra
und jede ganze Zahl n > m

gfﬁ.(x,,x,, e Ty)

< &,
r=n
und fiir jede ganze Zahl n' > n
o
Z‘B,(x,, Zyy oo &n) [ < 2e.
ryr==n
Dann aber muls
Zaﬂ?, i, . < 2er7mysmn r Hn
sein und
20:4'.).;«, wn = Appy sy
vy=1
wird endlich.
Die Potenzreihe
—711.-«..#.....;:. L FL R J”u“" = P(@), Ty - - - Ta)
(#y) =0

ist in der Umgebung (R) von (0) auch unbedingt convergent, denn
nach der Zerlegung

EI ) E' (L]
#l Hay ... a#x My ooy + al‘t Has .

1) @)
= 'A#h"!;‘nl‘g + ‘AFI’F,)H-"'

|A},"’,,,,,_”,,”| < 2eriMazt .. rgtn
und fiir alle Stellen (z), fiir welche

1z | =0 <7y |2y =02 <7pe. . |Za| = @a < T
ist, gilt die Beziehung:

(zu.z);luA;‘g')""' o <282( (CIAR (:_: A
- 25[(1—%';)(1 )...(1__ ]

also die Summe links ist endlich. Dasselbe gilt fir die Summe

ist
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Zl A:ll.)- pr et Ty L “t"l
(wv)=0
und deshalb ist auch Y(z,, z,,...x.) fir die genannten Stellen und
in der ganzen Umgebung (R) von (0) endlich.
Schliefslich gibt die durch Vereinigung der gleichuamigen Glieder
unserer Reihen 93, gewonnenen Reihe P in der Umgebung (R) der

Stelle (0) dieselben Werthe wie 22]3,, denn es ist der absolute Betrag

g — P

2 <zeq2ef(1-0)(1-2) ... (1— )]

und kleiner als jede noch so kleine Grifse 8.
Die Tragweite der vorstehenden Theoreme geht aus den folgenden
Siitzen hervor:
1) Das Product zweier in der Umgebung R der Stellen z =0
convergenten Potenzreihen

%l (‘1’) = a,z’, 1;-2 (x) ‘_—"pr.l)“
K =0

lifst sich in eine Potenzreihe entwickeln, die in demselben
Bereiche convergirt.
In der That ist die Summe der unendlich vielen Potenzreihen

®©

b,‘;z:l‘Za,x, (=0,1,2..))

r=0

=0

in der Umgebung R der Stelle 0 gleichmiilsig convergent, denn es
gibt eine solche ganze Zahl m, dafs fiir jedes x mit einem absoluten
Betrage r < R
Zb,,x#

tm=wm
wird, uud weil die Reihe 3, () daselbst convergirt, kaun man m auch
so wihlen, dals |9, (x)| kleiner wird als eine beliebig kleine positive
Grolse d.

Jetzt darf man die unendlich vielen Potenzreihen in der friiheren
Weise vereinigen und es wird:

2(1),.2"‘3, @) =2(aubl+ @by + - - + araby + aby) 7t
u=0 A=0

< &Py (®)

<& (m>m) und 'q;, (@) b 2

p=m'

= Dzt = $(2) = P, (). B,(2).

A=1
2) Eine ganze rationale Function

(Y12 Y2s - . Yn)
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der n Potenzeihen

vr=L(z) (v=1,2,...n)
mit einem gemeinsamen Convergenzbereiche |z| < R lafst sich
in eine ebendaselbst convergente Potenzreihe P(z) transfor-

miren.
3) Setzt man fiir y, Potenzeihen mehrerer Variabeln
Yr = Bo(ys 2y, . . . Z0),
80 geht f(y,, ¥, . . - Y») In eine in dem gemeinsamen Conver-
genzbereich der Reihen B, convergente Potenzreihe iiber.
4) Tritt an Stelle der ganzen rationalen Function f eine conver
gente Potenzreihe

0

fly) =2 a8y

und setzt man hierin fiir y eine Potenzreihe mit dem Conver-
genzradius R
y = Db o = B(a),
u=0
so wird f(y) in eine nach Potenzen von z fortschreitende con-
vergente Potenzreihe zu entwickeln sein, wenn die Summe
der unendlich vielen Reihen

(@)
r=0
in einer Umgebung der Stelle z = 0 gleichmifsig convergirt.
Bezeichnet z° eine Stelle in dem Counvergenzbereiche der Reihe (z),

an welcher nicht allein |3 (z)|, sondern auch 2] by2#| einen in dem
r=0

Convergenzkreise der Reihe f(y) liegenden Werth erhdlt, so wird die
angegebene Summe gewifs gleichmiifsig convergiren, so lange

lz| < |2’
und in diesem Bereiche ist

Ea,y’ = 20;2‘ .

r=0 r=0
Falls die Potenzreihe f(y) bestindig convergirt, wird die neue Reihe
so lange convergiren, als z in dem Convergenzkreise der Potenzreihe
P (z) bleibt. Wenn P(z) eine bestindig convergente Reihe ist, mufs
der Convergenzkreis der neuen Reihe so grofs sein als der der Reihe
f(y), und wenn endlich }(x) und f(y) bestéindig convergiren, wird

auch die Reihe ?_cle einen unendlich grofsen Convergenzradius be-

sitzen.
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5) Ist f(y,, Y5) - - - ¥a) eine Potenzreihe

. .
a’n Koy Mgy ylx' yQ‘, A y:”
(*)=0
und sind y, Potenzreihen mit einem gemeinsamen Convergenz-
bereich:

o
)
Yo = PBo(Zy, Ty, . . - Zy) = E iy, s g T Tt . X

(y,)=0

und gibt es ein Werthesystem

(2] =8, %] =8 .-.|%u]| =&,
fiir welches die # Summen

DB BB

(p') =0
die Werthe , (v =1, 2, ...n) erhalten, die eine Stelle in
dem Convergenzbereiche der Reihe f(y,, ¥,,...ys) constituiren,
so kann man offenbar f(y,.y,, ... ¥s) in eine Potenzreihe

@O

l ’
Ecz,,z,,...z_ Azt a =P (), Ty, . .- Ta)
()=

entwickeln, die fiir alle Stellen der Umgebung (£§) von (0)
convergirt, und dort gibt sie dieselben Werthe, die f(y, , ¥,- .. ¥s)
in der Umgebung (1) annimmt.

Ist wiederum f (Y, ¥,, ... Y») bestindig oder fiir jede endliche
Stelle (y) convergent, so ist P'(x,, z,, ...z, an allen Stellen des
gemeinsamen Convergenzbereiches von %, (z,, z,, ... Z.) convergent,
und P’(z,, &y, - . . T») convergirt bestindig, wenn der gemeinsame
Convergenzbereich der Reihen P, alle endlichen Stellen (z) enthilt.

6) Die Sitze unter Nummer 4) und 5) lassen sich insofern er-

weitern, als man in die gegebene Reihe f Potenzreihen ein-
setzen darf, die mehr Variable enthalten als f.

Substituirt man z. B. an Stelle von y, eine Summe u, -+ v,, und

sind uV, v Werthe, fiir welche

F®+o,0, w0 4o®, ... ud +vg§’
endlich ist, so kann man die Reihe f(y,,¥,,...ys) in eine Reihe
nach Potenzen der neuen Variabeln transformiren, die gewils so lange
convergirt, als
Jur| < Iu")l, oo < lvm| rv=12,...%).

Dabei ist es aber erlaubt, die Reihe nach Potenzen der Gréfsen u
oder der Grifsen v zu ordnen und als Coefficienten Potenzreihen nach
v oder u anzuschreiben. Jede der Reihen convergirt in dem durch
die Bedingungen
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charakterisirten Stellen (z), so wird

10wy, s, .| S gr— bt -taug)
und an den Stellen (z), fir welche |z,| =9, <r (v=1,2,...%)
ist muls
S| S TP (Y (Y
(I‘f,—o 0" =0 r r r

ex\]?!

—ofl0-2)(-2)- (- &) =1}
sein. Doch weil man die Grofsen g,, @,, . ..@s 80 wihlen kann, dafls
die rechte Seite kleiner wird als die endliche von Null verschiedene
- Grofse |bo,0..0/, 80 kann man auch fiir die Potenzreihe mehrerer Va-
riabeln eine Umgebung der Stelle (0) angeben, wo sie den Werth
Null nicht annimmt.

In einem solchen Bereiche lilst sich
1 1 1

» bo,0...0 +2'b oMo s = boo.oty

May M2y 0. Mgy

in eine Potenzreihe

B(‘tuxu R )
entwickeln, denn solange |g| < |p]| gilt die Formel

7¥i— '2(—1)' ()~

und die mit y bezeichnete Potenzreihe hat gerade die Beschaffenheit,
welche nach einem der fritheren Sitze nothwendig ist, damit die Sub-
stitution dieser Reihe in

1 S (_ y .
boo...oty L bo 0...0 \bo,o...0
eine in dem besagten Bereiche convergente Potenzreihe gibt.

7) Jetzt ist aber auch der Quotient zweier convergenter Potenz-
reihen
B, (), 2y, .. x) und Py(zy, Ty, ... Ta)
in eine Potenzeeihe P, (2,,%,, . .. Z,) zu entwickeln, wenn nur
$,(0,0,..-0) vou Null verschieden ist.

In dem Convergenzbereiche von 3, der jedenfalls in dem gemein-
samen Convergenzbereiche der Reihen '3, und P, die Umgebung der
Stelle (0) bildet, wo der Nenner nicht verschwindet, ist

=%P; und P, = P;.P,.
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Da eine Potenzreihe P(x), die fiir £ = O nicht verschwindet, iu
einem endlichen Bereiche um die Stelle Null keine Nullstelle besitzt,
so folgt, dafs eine Potenerethe, die fiir unendlich viele unendlich kleine
Werthe von = oder an unendlich vielen Stellen jeder beliebig Kleinen
Umgebung von x = O verschwindel, identisch Null sein mufs.

Wenn daher zwei Potenzreihen an unendlich vielen Stellen einer
Punktmenge, deren abgeleitete Punktmenge die Stelle Null enthilt,
dieselben Werthe annehmen, so ist die Differenz eine identisch ver-
schwindende Potenzreihe, d. h. die Coefficienten derselben sind alle
Null, und die Coefficienten gleichnamiger Glieder der gegebenen Reiben
sind einander gleich.

Aus diesem Satze geht hervor, dals man zur Berechnung der Po-

tenzreiheZc;x‘, in welche sich. der Quotient

0

Po(x) _ B
Ba(z) [
bot > b, a*
o 'gl ’

entwickeln lifst, nicht erst die Entwicklung von B,~!(z) und dann
die Multiplication mit P, (x) nothwendig hat, sondern man setze

B, (2) = Fylz) 2 st

und bestimme die unbestimmt gelassenen Coefficienten ¢; so, dafs in
dem Producte der Coefficient von z” gleich a, ist. Man erhilt die
Folge von Gleichungen

a, = by¢,

ay =by¢, + b, ¢

ay = byc, + bie, + byc,

@y =Dbyey+ bycy1 + by0-2 + - - - + bracy + byey
aus denen sich die Grofsen ¢; successive berechnen lassen. Das Ge-
setz der Composition aus den Grofsen @, und b, ist ein ziemlich com-
plicirtes.

Bei dieser ,, Methode der umbestimmien Coefficienten® darf man nicht

am Ende folgendermalsen verfahren:

Die Gleichung
Dlayar — Db, #261:0‘ =0
g u

-]

Za-x' — Dbty + bycur 4 - - - + bugp) ar =0
=0 ’

r=0 M

oder
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va )

r=0
ist so lange gleichmélsig convergent, als |h- << R — |z,| ist. Es ent-
steht die Reihe

B (@ +h) = D a,(xy+h) = Pu(@e)+ By (o) b+ B, (Z)B2 + - - -,

r=0
wo die Coefticienten *J3,(x,) Potenzreihen in z, sind, die endlich blei-
ben, wenn z, in dem Convergenzbereiche der Reihe P (z) liegt.
Fir den Werth A = 0 wird

P(2o) = Po(20),
was z, auch fiir einen Werth in dem Convergenzkreise von PB(x)
haben mag, daher ist

P(z) = By (®)
und

P @+ 1) — B(x) = P1 (@) h + 2 [Fo(x)h + Py (z) B2 + - - -].
Der Klammerausdruck wird fiir unendlich kleine Grdfsen % selbst un-
endlich klein, und man schliefst neuerdings, dafs die Potenzreihe ()
an jeder Stelle ihres Convergenzbereiches stetig veréinderlich ist.

Die Potenzreihe },(x) heifst die Derivirte oder Ableitung von J (x)
und $,(x,) ist die Derivirte von {5(x) an der Stelle z,; sie ist unab-
hiingig von dem Werthe des Incrementes -, welches wir mit dx, be-
zeichnen und das Differential von z an der Stelle 2, nennen. Das

Product
By (@) d,
wird als Differentialinderung von P (z) an der Stelle z, bezeichnet

und indem man
By (@) dzy = dP(,)
d )
By (7o) = —‘g .'(ch
auch der Differentialquotient an der Stelle z,.
Die Ableitung B, (x) ist, wie wir aus der nach -Potenzen ge-

ordneten Reihe Za.(z + k)* ersehen, durch die Reihe

schreibt, heifst

va,x" 1

v=1

definirt. Bildet man aus derselben

PBi(+1) =2”“V(“0+ Ry =t =P1,0(Zo) + P1,1(Ze) b+ Pro(zg) B2+ - -,

r=1

so ergibt sich leicht, dafs A
P1 (%) = B0 () und P, () = Pr,0(2).
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N N y— 1 N )
Pui (@) = v (v —1) a2y = 1 By (@) = BO(z,)
r=2
ist und dafs allgemein die Derivirte von %3,(z) oder ‘—l%@ = $®(z)
zu setzen ist. Man nennt die Reihe

C

Zv (v — 1) a,z”-2,

r=2
welche durch denselben Procefs aus P, (z) zu bilden ist, wie P, (z)
aus P(z), d. h. dadurch dals man an Stelle von z# ga#—1 setzt, die
zweite Derivirte von R (z) und bezeichnet dieselbe anstatt durch

a P (x)
d( ,Ix 7 mit d"l\(a:)

und die zweite Diﬂ'erentmlanderung mit

PO (2) dz = dP, (2) = PP(2).
So fortschreitend gelangt man zu der mte Derivirten von PB(z)
oder dem nt® Diﬁ'erentialquotienten

P () = ;l\”( ) = ‘l_‘B_(“’ jy(v—l)...(v—n—{— )a,z—*.

r=—n

Diese, Potenzreihe ist von der Gestalt

nla, +z ;E(x) ’
and man sieht, dafs der Coefficient von z* in der Reihe R(z) gleich
1 (d*% 1
o (C2E) = L ge0),
x=0

und der Coefficient P.(z,) gleich
1 d"ﬁ(-’t) n
. ) m B (z,)

nl dz®

T=2

1st. Schreibt man noch fiir P, P oder R, so wird
P(z) = PO) + P0©O) = 4 po©) T+

F@oth) = B@o)+ BO@) T + $O@) 5 +
und wenn man hier an Stelle von z,+ % z setzt, entsteht die Reihe:
Blzg+ (@ —20)) = Pla)+ $0 (@) T7 2+ $(a) T
Diese auch direct durch die Substitution
o + (x —=z,) fir =z,
aus ‘§(x) ableitbare Potenzreihe, die wir mit
Plz) oler P — )
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bezeichnen, convergirt zum mindesten so lange als

|z — 2| < B — |%,],
d. h. fir alle Stellen in dem um z, mit dem Radius R — |z,| be-
schriebenen Kreise. Dieser Convergenzbereich braucht nicht der wahre
zu sein, aber an den ihm angehbrigen Stellen 2 hat §}(z—z,) den-
selben Werth wie P(z), dort ist

Dlanls + o — @) =D (ag) EEN.

=0 ryr=0

Ist nun auch eine Potenzreihe

-
%(:ﬁ, TRE -wu) = 20“""""'!"-9,1"”:" . .xt.‘u
(py) =0

vorgelegt und sind
() und (29 4 h)

Stellen in dem Convergenzbereiche, so kann man
PEO + hyy 20 + by, ... 20 + hy)

in eine nach Potenzen von h,, h,,...h, fortschreitende Reibe

(F —‘?"I!FQ'N-F”(z(IO)’ z(QO)) o0 x:.o)) h‘l‘l h’;’ s h:il

entwickeln. Die Coefficienten sind wieder Potenzreihen in den Grofsen
¥, z0,... 20, und wieder gilt
s,Bo,o“.o(x“ Zgy oo .x,.) = 2]3(:1:, y Loy eue .2,.).
Die Coefficienten von h,, h,, ... ks, nimlich
Bro...0(@®, 20, ...z, PBo,1,0..0(2% 2D, ... 20Y), ... Poyo,..1 (2, 2, ...2?)
heifsen die partiellen Ableitungen der Reihe P nach den Variabeln z,,
Z,,...%Zs an der Stelle (). Man bezeichnet sie mit

oB) (0B (0%
(os)> (5m) -~ (os)
@ =" (=)

&S

und zeigt leicht, dafs die partielle Derivirte nach z, sa dus P her-
vorgeht, indem man an Stelle z3* p,z""-! setst. v

Durch denselben Ableitungsprocefls kann man die Ableitungen

aller Ordnungen
atet ez, 2y,...2,)

o ozt ... dain
gewinnen, die von der Anordnung der Processe unabhingig sind. Der

Werth dieser Ableitung (g, 4+ g, + - - - + pa)'** Ordnung an der
Stelle (0) ist bis auf den Factor

[T
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Ist a, eine Stelle in dem Convergenzkreise R unserer Reihe und
ersetzen wir
z —a durch a, —a+ (z — a,),
ordnen die entstehende Reihe

X

267(“1 —a+(z— a'))'

y=0

nach Potenzen von z — a,, so geht eine Reihe

P (zla,) = V) (¢ — a))
hervor, in welcher die Cocfficienten ¢ in folgender Weise zu defi-
niren sind:

n! ol
zx=a

) — L' (B (z — a)) = 1 (_"1",5_.(_?5 —®\ _

z=a,

;_ 1_21}(11—1),..(1’—”+1)cv(a1_a)'—.'

Die neue aus P(z|a) abgclcitete Reihe P, (x|a,) bezeichnen wir, um
ihre Entstehung anzudeuten, mit

Pzla, a).
Sie convergirt mindestens so lange als

|z —a| < R —|a, —a|=R —d,
und gibt in der Umgebung R — d, von a, dieselben Werthe wie (z|a).
Bezeichnet a, eine Stelle in dem Convergenzbereiche von

P(zla, a)

und setzt man von Neuem anstatt
z—a a,—a +(z—a),

so entsteht abermals eine neue Reihe:

N @1
Py (z]a) = Pi(zlay, a)=B(la, 6, 1) =) é¥(z — a,),
=0
deren Coefficienten
o = % (dﬁgl“‘.‘a‘fl;‘:_‘?‘l) m=0,1,2..)

T=a,
sind. Ist der Convergenzradius von (z|a, a,) R,, so convergirt
P(z|a, a,, a,) gewils fir die durch die Bedingung

|z — ay] < R, — |a, — a]
definirten Stellen. ‘
Setzt man dieses Verfahren fort, wihlt eine Stelle @, in dem

Convergenzkreise von J(z|a, 4, a,) und bildet P(z|a, a,, a,, ay)
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gehort, so ist P(z|a, b, @) eine direct ableitbare Reihe, die fiir jeden
Werth z einer hinlinglich kleinen Umgebung von ¢ mit (z|e, b)
und mit P(z|a) ibereinstimmt, folglich ist

PB(zla, b, a) - F(z]a)
und P (z|a) ist wirklich aus (z|a, b) abgeleitet.

Gehort aber die Stelle @ dem Convergenzbereiche von 3 (z|a, b)

nicht an, so kann man eine Reihe vermittelnder Stellen
b, by,...0a
angeben, von denen b, in dem Convergenzbereiche von 3(z|a, ) und
a niher liegt als die 8telle b, 1, dem Convergenzbereiche von R (z|a,b,b,)
angehort und a niiher liegt als die Stelle b, usw., dann wird schliefs-
lich die Reihe ¥ (z|a, ), b,,...b,) an der Stelle a convergiren, Die
Convergenzbereiche der hier successive abgeleiteten Reihen enthalten
stets Stellen, die in dem Convergenzbereiche der vorangehenden Reihe
nicht vorkommen und darum kann man auch schliefslich eine Reihe
P(=zla, by, b,,...b.,0)
ableiten, die mit (z|a) identisch sein wird, weil R(z|a,d,,... b,)
in einer gewissen Umgebung von a mit R (x|a) tibereinstimmt. —
" Sind swei Potensreihen
F(ria). P (|b)
gegeben, deren Comvergenzbereiche theilweise susammenfallen, und be-
sitzen sie an unendlich vielen Stellen jeder Umgebung des dem gemein-
samen DBereiche angeliorigen Punktes ¢ dieselben Werthe, so lassen sich
die Reilhen aus cinander ableiten und haben an allen Stellen des gemein-
samen Bereiches dieselben Werthe.

Der Voraussetzung zufolge ist

B(=zla, ¢) ~ P (2]b, ¢)
und weil P(z|a) aus (zla,c), P(z,d) aus B, (z|b, c) abzuleiten
ist, geht auch ,(z|b) durch Vermittlung von a und einer Reihe
von Stellen b,, b,, ... b, aus P(z|a) und umgekehrt P(z|a) durch
Vermittlung von ¢ und einer Reihe von Stellen ¢, a,,...a, aus
P, (z|b) hervor.

Ist ¢’ eine Stelle in dem gemeinsamen Convergenzbereiche (4) der
gegebenen Reihen, an welcher die Ubereinstimmung von $3(z|a) und
9P, (x|b) noch nicht bekannt ist, so wihle man innerhalb (4) eine
Reihe vermittelnder Stellen ¢,, c,, . .. ¢, derart, dals ¢, dem um ¢,
zu verzeichnenden Kreise aggehort, der innerhalb (4) Platz findet,

so wird )
N\ - \
P(zla, e, ey .. . Oy )= Pi(@lb, e, e, 0 tmy )

Pzla,¢) . B(@ld, ),

denn es gilt zunéchst

und
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convergent. Ferner sei die untere Grenze der Convergenzradien dieser
fiir alle Stellen der Umgebung R von z=0 abgeleiteten Reihen nicht
Null, sondern r. Wir wollen zeigen, dafs in diesem Falle die Reihe
PB(z) den wahren Convergenzradius R 4 r besitzt.

Es sei ¢ <7 und z’ eine Stelle in dem durch die Radien R und
R + o definirten Kreisringe um die Stelle z = 0, also:

R<|z'|<B+e,
dann hat der durch die Bedingung
lz—2" | <7r
definirte Bereich um die Stelle 2" mit der Umgebung R von z = 0
einen Bereich (4) gemein und zu einer Stelle a in diesem letzteren
gehort eine Reihe B (z|a), deren Convergenzradius nicht kleiner ist

als a. Der Kreis r um a enthiilt die Stelle ' und 3 (z'|a) hat einen
bestimmten Werth.

- Ist b eine zweite Stelle innerhalb (4), so hat auch P(z'|d) einen
bestimmtep Werth. Weil aber die um die Stelle

c=— (a + 9
giltigen Reihen P (x|a,c) und 2]3(x|b, ¢) mit P(z|c) und somit unter-
einander iibereinstimmen, so nehmen die Reihen 3 (z|a) und P(z|d)

an allen Stellen ihres gemeinsamen Convergenzbereiches und auch an
der Stelle x = z’ dieselben Werthe an, es ist also

P(z'|a) = B(='|b)-
Jetzt ergibt sich leicht, dafs die gegebene Reihe P(x) auch noch
fir x =z’ convergirt.
Die Reihe P(z|a) ist der Voraussetzung nach convergent, wenn
|al <R ud |z—a|<".
Bezeichnet dann g die obere Grenze der Werthe | (z | a)| flir alle
Stellen der Kreislinie | x — a | = g, so ist

L g(a) | = o |2u(n — 1)@= v+ Do < ge,
und hierauf #=

—1 1
o 1)2 —v+1) |C I<go—.y|a_(,‘—y,'

(:)lcpllaq (9) <glsl.

Bezeichnet man | a | mit « und bildet die Summe

S 1ot e () = e leal (145

v=0
so ist diese wegen der letzten Ungleichung

oder
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lich viele der gegebenen Stellen liegen. Die Stellen, in deren Umge-
bung keine Potenzreihen existiren, welche mit der gegebenen Reihe
an den Stellen des gemeinsamen Convergenzbereiches iibereinstimmen,
constituiren somit eine abgeschlossene Punktmenge.

Die den letzten entsprechenden Betrachtungen iiber die Potenz-
reihe mehrerer Variabeln

B (), 22y - . . 24| (a))
fassen wir kurz zusammen.
Man kann durch die Substitutionen
a—a,+ @ —a) (v=1,2,...9),
wo (a’) eine Stelle in dem durch die Ungleichungen
|#y—ay| < B (v=1,2,...m)

charakterisirten Convergenzbereiche der gegebenen Reihe ist, vor Allem
neue Potenzreihen

P1 (215 Tyr ... 74| (@) oder P(2y, 7y, ... 24| (a); (a7)
ableiten. Der Coefficient ay,,y,,...4, der Reihe
- By (@), By, - - - 2a| (@)

= Cptyopig, . pig By — @Y1 (Tp — @) Y (T — @)
(uy) =0 .
ist der Werth der Ableitung
Futrtthn R(z, 2. ...2,] @)
T etk adn

an der Stelle (a’).

Wihlt man in dem Convergenzbereiche der abgeleiteten Reihe
mit dem Radius R, eine Stelle (¢”) und liegt diese in dem Conver-
genzbereiche von %3, so gibt es eine indirect und eine direct abgeleitete
Reihe

By, Tyy ... 2a | (a), (@), (@) wnd B(z,, 7, ... Za | (a), (a7)),
die wieder identisch sind.

Fallen die Convergenzbereiche zweier Potenzreihen

PB@1 Ty -+ Zal(@)y Py (@15 225 - - - 2 (D))
theilweise zusammen und stimmen sie an unendlich vielen Stellen,
welche eine Haufungsstelle (¢) haben, iiberein, so werden die Potenz-

reihen

B (@, 23y ---Za[(a), (), By (@), Tpy - - - Za (D), (¢))
identisch und die gegebenen Reihen stimmen an allen Stellen des ge-
meinsamen Convergenzbereiches (4) ftiberein, in deren Umgebungen
aus P(zy, Z,, ... Z»|(a), (c)) abgeleitete Reihen existiren.
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Bezeichnet man den Convergenzradius von (z,, z,, ... z.[(a), ()

mit ¢ und withlt man eine Stelle (¢”) so, dafs
lev -l <o (v=1,2,...9),

so werden die gegebenen Reihen jedenfalls an allen Stellen derjenigen
Umgebung von (¢) iibereinstimmen, welche dem Berciche (4) und dem
Convergenzbereiche von R(z,, x,,...2.|(a), (¢), (¢')) angehoren. So
fortfahrend findet man ein 2 fach ausgedehntes Continuum, wo die
Reihen ¢ und ¥, iibereinstimmen.

Ist der wahre Convergenzbereich einer Potenzreihe wieder durch
die Gesammtheit der den Bedingungen folgender Art

gy—ay < B (v=1,2,...n)
géuilgendenWerthsysteme (z) definirt, fiir welche \(z,, z,,. .. z.|(a)
convergirt, inde(s die Reihe fiir jedes Werthesystem :

@, —a| >R (v=1,2,...n)
divergirt, so muls er dadurch charakterisirt sein, dafs unter den
Stellen (z), fiir die

lzy —ay) =R (v=1,2,...n)
ist, mindestens eine existirt, in deren Umgebung keine Potenzreihe
R (2, Zy,...%s | (¢)) aufzustellen ist, die an den Punkten des dieser
und der gegebenen Reihe gemeinsamen Convergenzbereiches mit der

letzteren iibereinstimmt.

Die untere Grenze der Convergenzradien der abgeleiteten Reihen
ist Null.

II. Abschnitt.

Begriff der monogenen analytischen Function.
Allgemeine Eigenschaften der analytischen Function einer Variabeln.

§ 33. Definition der monogenen analytischen Function.

Uberblicken wir die Siitze iiber die convergenten Potenzreihen
einer Variabeln 5(x—a), so ist vor Allem hervorzuheben, dals der
Couvergenzbereich (A4) ein Kreis um die Stelle a ist, an dessen Stellen
die Reihe einen bestimmten endlichen Werth annimmt, stetig ist und
Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Jede Ableitung R (i — a) ist
innerhalb des Convergenzkreises der gegebenen Reihe convergent.

Darnach verhiilt sich eine Potenzreihe dort, wo sie eine Bedeutung
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Der Functionswerth ist somit auch an der aufserordentlich singu-
liren Stelle als Greuze derjenigen Werthe anzusehen, welche die
Function an den in beliebig kleiner aber endlicher Umgebung von ¢
liegenden Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt. In diesem Um-
stande liegt der Grund, warum man auch die singuliren oder Greng-
stellen des Stetigkeitsbereiches zu dem Bereiche der Function rechnet.

In dem Convergenzbereiche der Reihe Za,. (z—c)* gibt es nur

R=—m
eine singuldre Stelle der Function f(z), némlich ¢. Daraus folgt un-
mittelbar, dals die Haufungsstelle unendlich vieler aufserwesentlich sin-
guliirer Stellen eine wesentlich singuliire Stelle sein mufs, denn fiir
diese gibt es keine Umgebung, die nicht auch singulire Stellen ent-
hielte. Umgekehrt braucht natiirlich die wesentlich singulire Stelle
nicht Hiufungsstelle aulserwesentlich singulirer zu sein.

Da wir unter z — oo stets die Grofse ;— verstehen und demnach

die an der Stelle oo regulire Function in der Umgebung der unend-
lich fernen Stelle die Darstellung hat

1 1
a+a +a,5+---,
x x*

so wird die Stelle co eine aufserwesentlich singulire sein, wenn die
Function daselbst erst nach Multiplication einer ganzzahligen Potenz

von ; reguliiren Verhaltens ist. Die Function erhilt dann die Dar-

stellung »
- Dlauzmt (a, 20).
. u=0
Die aulserwesentlich singuliren Stellen ¢ und co sind nunmehr
durch die Bedingungen gekennzeichnet, dals die Grofsen :

1
((x - c)mf(x)), —if (x))
endlich und von Null verschieden sind. Nach dem Exponenten m
heifst die aulserwesentlich singuliire Stelle eine von der m'*" Ordnung
oder eine mfache.
Die wesentlich singuliren Stellen (c) einer Function f(z) sind fiir

die reciproke Function f(l;) gewils Stellen gleicher Art. Denn wire

1
@)
lich singuliire Stelle m' Ordnung, so miilste f(z) ebenfalls reguliir
sein und zwar besiilse /() in dem zweiten Falle die m fache Nullstelle
¢, denn das die Function f(z) in der Umgebung von ¢ darstellende

Element hiitte die Gestalt (@—e)m Pz —¢).
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Die Stellen ¢,, ¢,,...cs und oo sind die Grenzstellen des Stetig-
keitsbereiches unserer Function f(z), und weil

' (@ — &)™ f(@ wd = f(2)

in der Umgebung von ¢, und oo reguliren Verhaltens und an diesen
Stellen von Null verschieden sind, sind die Grenzstellen auflserwesent-
lich singuldre der m,'" und m'*® Ordnung.

Die rationale Function hat somit keine wesentlich singuliire Stellen.
Diese Eigenschaft ist charakteristisch, denn umgekehrt ist jede eindeu-
tige analytische Function f(z), deren Stetigkeitsbereich nur durch aufser-
wesentlich singulire Stellen begrenst ist, eine rationale Function.*)

Der Voraussetzung zufolge ist die durch die singuldren Stellen
definirte Punktmenge eine isolirte, welche keine abgeleitete Punkt-
menge besitzt, denn deren Stellen wiiren ja wesentlich singulére Stellen.
Daher ist f(z) in der Umgebung jeder Stelle z, in der Form

(@ —z)meo + ¢ (2 — Z) + ¢y (8 — )+ - - ]
darzustellen, wo m nur fiir eine endliche Anzahl von Stellen z, po-
sitiv ist.

Gibt es im Endlichen keine Grenzstelle, lifst sich f(x) demnach
in der Umgebung jeder endlichen Stelle z, und auch in der Umgebung
von £ =0 durch eine fiir alle endlichen Werthe von |z — z,| resp.
|z| convergente und ausschliefslich nach positiven Potenzen fortschrei-
tende Reihe darstellen, so ist f(z) nothwendig eine ganze rationale
Function

f@=c+e@—z)+ -+ ea(@—z)"
[(Z)=ay+ a,2+ a,2> + -- - + an 2™,
denn die bestindig convergenten Reihen
Cot e (@—z) + (2 —x) + -
Gy + 8,7 + ay2? + -
miissen bei einem endlichen Gliede abbrechen, wenn eine ganze Zahl
m existiren soll, so dafs

oder

oder

1\
) @
in der Umgebung der unendlich fernen Stelle co regulér und fiir un-
endlich grofse Werthe von z endlich und von Null verschieden wird.
Existiren hingegen im Endlichen die » singuliren Stellen ¢,, c,,
...cy und wird
(x—e)"f(®) (v=1,2,...n)
in der Umgebung von ¢, regulir und an der Stelle ¢, endlich und von
Null verschieden, so ist das Product
» *) Weierstral 8, Abbandl. aus der Functionenlehre 8. 8.
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Potenzexponenten eine angebbare Zahl nicht iiberschreiten. Doch wir
konnen zeigen, dals unter den Werthen z, deren Betrag grofser ist
als eine positive Grofse r, stets solche existiren, fiir die der Betrag
von G(z) grofser wird als eine beliebige Grofse 4.*)

In der That: bezeichnet K die obere Grenze der Werthe | G (z)|
fiir alle Werthe z mit dem Betrage £, so ist fiir jedes v

K> |a, &

und hier kann man § > r so wihlen, dafs die obere Grenze K auch
grofser wird als 4; es mufls unter den Grofsen |@,| nur solche geben,
die von Null verschieden sind, und das ist zweifellos der Fall, wenn
die ganze Function nicht iiberall Null oder constant ist.

Dieser Satz schliefst nicht aus, dafs die ganze transcendente
Function in dem Bereiche |z|>r Werthe annimmt, die kleiner sind
als jede vorgegebene Grofse, und das ist auch der Fall, denn in be-
liebig kleiner Umgebung der Stelle oo existiren Stellen, an denen die
ganze Function jedem Werthe beliebig nahe kommt.

Wir betrachten’ endlich noch die Verallgemeinerung des Quotienten
ganzer rationaler Functionen, néimlich den Quotienten bestindig con-
vergenter Potensreihen . -

Gy (@) = Daar,  Gy(x) = b2,
r=0 =0
der sich gewifs in der Umgebung der Stelle Null in eine Potenzreihe
entwickeln lilst, wenn G,(0) nicht verschwindet. Diese Reihe definirt
wieder eine eindeutige analytische Function, und zwar wird die Fort-
setzung der Reihe

um eine Stelle z, mit derjenigen Reihe iibereinstimmen, in welche der
Quotient der aus G, (x) und G,(z) direct abgeleiteten Reihen

a®

2 ay(x — x,)* und by(x — z)

vr=0 r—
zu entwickeln ist,
Haben G,(z) und G,(z) in der Umgebung einer Stelle ¢ die Gestalt
an(z — "+ tpy1 (z — )™t - -
Bu(@ — €)* + Bt (2 — O + -

*)‘J. Thomae, Elementarc Theorie der analytischen Functionen §§ 109,
164, 165.
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und somit
Y1(@o) + Yo (&) + - - -+ yn () = fi(z0)
¥y () Jz(zz) + 9, (Z0) ¥2( @) + - - - F Yn1(Zy) Yn (%) = [ (Z0)

Y (-‘u) J:(-‘o) .'/n(“"o) = fu(-"o):
so erhellt, dals die n besagten Werthe y,(z,) die n Losungen der al-
gebraischen Gleichung

. y-h@)y Tt (=D a(z) =0
sind.

Dieselbe Gleichung besteht offenbar fiir alle Systeme von y Wer-
then, die den Stellen x,” des gemeinsamen Convergenzbereiches der
Reihen P, (z|x,) angehoren, wenn nur das Argument der eindeutigen
I'unctionen f, (x) in z,” abgeéindert wird, dann aber gilt fir jedes Sy-
stem simultaner Functionalwerthe die Gleichung

= h@ v +H@ Yy — -+ (= D) fa(@) = 0.

Man sagt daher: Die » Elemente y, = ¥, (z|%,) und deren simultane
Fortsetzungen geniigen einer algebraischen Gleichung, in welcher die
Coefficienten eindeutige Functionen sind und driickt damit aus, dafs
die Substitution von

Y= Pulz|z,) und fu(e) = Pu(z|xo)
eine identisch verschwindende Potenzreihe hervorruft.

Ist nunmehr bewiesen, dafs die ndeutige analytische Fuuction als
Losung einer algebraischen Gleichung mit eindeutigen Coefficienten zu
betrachten ist, so folgt auch, dals jedenfalls einer der Cocfficienten
unendlich werden mufs, wenn ein Zweig der Function y und diese selbst
unendlich wird.

Es sei y, = Pa(x|x,) ein Element eines Zweiges mit der singu-
liren Stelle ¢, an welcher der Zweig unendlich ist, aber ¢ gehore
noch dem Couvergenzbereiche der iibrigen (n — 1) Elemente P, (z|xz,)
an. Bildet man dann die Potenzreihen, in welche sich die (» — 1)

Ausdriicke
‘B + ‘Bz + + ‘43-—1
~Ma+m~+ T He R

b ‘B
entwickeln lassen, sie hex(sen
P (&)%), Pa(Z[Zo), - - Paa(x]3,),

so sind die Coefficienten f,(z) in der Umgebung der Stelle z, der Reihe
nach durch

P}
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P (z]a, a)) — ¥ (z|a) = B(z, b) — Py (2, h)

mit A beliebig klein wird, werden die Reihen P, (z|a,a,) und §'(z|a,)
an allen Stellen einer hinlinglich kleinen Umgebung von z dieselben
Werthe annehmen, Indem nun noch §'(z|a) und P’'(z|a, ;) in dem
genannten Bereiche iibereinstimmen, werden die nach denselben Po-
tenzen fortschreitenden Reihen R, (z|a, a,) und P’'(z|a, a,) identisch.

Damit ist der Satz begriindet, dafs die erste Ableitung und dann
auch jede folgende eine monogene analytische Function ist. Ob diese-
Derivirten ebenso vieldeutig sein werden wie die gegebene Function,
ist a priori nicht zu entscheiden, nur die Derivirte einer eindeutigen
Function ist gewifs wieder eindeutig.

Derselbe Satz gilt auch fiir die verschiedenen partiellen Derivirten
einer analytischen Function mehrerer Variabeln f(z,, z,,...z,), deren
Differentialinderung df(z,, «,, ... z,) durch die Summe

Zﬂ(w|,z2,...x,.)dx, — ;;Ldz,

r=1 r=1

definirt ist. Sind die Grofsen z,, z,,...z,. selbst analytische Fune-
tionen neuer Variabeln

Ty = Py(Yys Y25 - - - Ym),
. o9,
dzy = ) 5o Ay
. M

of 09,
af (21, 23y . 70) = ) AL 75, -
24 v

so wird

und
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eindeutige analytische Functionen sein mogen, eine analytische Func-
tion ist.

Die Gleichung laute: _
Fly,z,, 2Zy...2a) =y"Po(2, Ty, ... 78) + Yy 10, (2), Ty, .. . Z) + -+

st Yz, Ty, ... 2)=0.

Wir wissen Dbereits, dals jedem Werthesysteme der Variabeln
(®,, %y, ...2zy), fir welches die Coefficienten ¥ endliche Werthe be-
sitzen, im Allgemeinen m von einander verschiedene Werthe y zu-
gehoren. Die Grofse y ist also m-deutig, doch weil einer ihrer Werthe
an der Stelle (/) unendlich wird, wenn diese eine Unendlichkeitsstelle

eines der Coefficienten %’fi ist, so miissen die m» Functionen
(]

kd
'E:‘- (‘l]’ 2..-m)
einen gemeinsamen Stetigkeitsbereich besitzen. Werden die letzten
(m — n) dieser Functionen an einer und derselben Stelle (24®) ihres

Stetigkeitsbereiches unendlich klein, ::—" aber nicht, so nimmt die aus
der Gleichung :

¥m
Ry =0 («)
hervorgehende Grofse y an der Stelle (z() (m — n) unendlich kleine

Werthe an. Im Falle # =m — 1 haben wir diese Behauptung als
richtig erkannt und wenn wir sie als zutreffend -ansehen, sofern die

letzten m — n — 1 Coefficienten *& unendlich klein sind, so folgt sie
0

auch in dem genannten Falle. :

In der That: bezeichnet y’ eine der (m — n — 1) unendlich kleinen
Wurzeln, die nun existiren, so geniigen alle ilbrigen Ldsungen der
neuen Gleichung

M ogme1 gL h) s — o) —
(y"'+,,,°y"' +oot )iy —y)=0.
Da aber in dem Resultate der Division:

FO-FQ) _g"—y™  » 9" —y™"

Y-y y—y' %o y—y
Ym—2 gt —y? "’m—n y—y’
+ v y—v + y—9

=2y mu gy 'u—1 | %’; 2 yrty'p-t 4. B ”""" 2 ym—py'n—m
u= o=

wenn dasselbe noch nach abnehmenden y-Potenzen geordnet wird, die
letzten (m — n — 1) Coefficienten unendlich klein werden, hat die
Gleichung («) wirklich (m — #) unendlich kleine Wurzeln.
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wo die Coefficienten ganze rationale Functionen sind, gleich #iber die
Unendlichkeitsstellen der Function y orientiren zu konnen, in deren
Umgebung y gewifs nicht durch Potenzreihen darstellbar ist. Wir
denken die rationalen Functionen f, von gemeinsamen Theilern befreit,
dann sind die im Endlichen liegenden Nullstellen von f(z,, z,, .. .2.)
Stellen, in deren Umgebung wir die Stetigkeit von y nicht erschliefsen
konnen,

Wir setzen ferner fest, dafs G(y, z,, @,, ... Zs) nicht in das
Product mehrerer Functionen G.(y, z,, «,, .. .%.), deren Coefficienten
wieder ganze rationale Functionen der unabhingigen Variabeln sind,
zerlegbar oder nicht reductibel sei, denn andernfalls wiirden wir die
Gleichungen G, = O untersuchen und die hieraus bestimmten Grolsen
y geniigten gewifs der gegebenen Gleichung G = 0.

Die wahre Bedeutung der irreductiblen ganzen rationalen Function
G(y, x,, x,, . .. zs) erschlielst der folgende Satz:

Sind G(y, z,, #,, ..". 2s) und F(y, z,, z,, ...2,) zwei ganze
rationale Functionen der (» - 1) Variabeln y, z,, «,,... z, und ist
G irreductibel, haben aber die Gleichungen

G=0, F=0
fir jedes Werthesystem z, = a, (v==1, 2, ... n) in der Umgebung
einer Stelle
y(ol , a,(lo) , xg)) PR x’(‘o)
eine gemeinsame Losung, so ist ¥ durch G theilbar.
Andernfalls gibe es ndmlich zwei ganze rationale Functionen:

' ¢(y) Ty, %y .- .a:,.), q’(!/» Zy, Xy, .- . Ta),

deren Grad in y niedriger ist als der der gegebenen Functionen F und
G, und fiir diese wire

Fo¥—-Go
eine rationale Function der # Variabeln z,, z,, . . . 2. R(2,, 2,, . . . %),
die nicht identisch verschwindet. Eine Gleichung
FPp—Go=R

ist aber nicht mit der Annahme vertriiglich, dals ' und G an jeder

Stelle einer Umgebung von (z©®) gleichzeitig verschwinden, es mufs also
Fp—_Go=0,

und F durch G theilbar sein, —

Man kann diesen Satz natiirlich dahin abindern, dals man fest-
setzt, F = 0 und G = 0 haben fiir unendlich viele Stellen (z) mit der
Hilufungsstelle (') eine Wurzel gemein.

Sind G und F ganze rationale Functionen einer Variabeln allein,
s0 ist nur nothig, dafs die irreductiblen Gleichungen G (y)=0 und F(y)==0
eine gemeinsame Wurzel y = y® besitzen, dann ist schon F durch G

\
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gedehnten Gebiete der Grofsen z,, , ... ., y und eines der Werthe-
systeme eine Stelle des Gebildes.

Ist 2, = a,, %, = a,, 2, == a, ein Werthesystem, dem m von ein-
ander verschiedene endliche Stellen

(@, @) ... G, b)) p==1,2...m
zugehoren, und setzt man darauf
H=a+8& (v=1,2...n), y=bu+ 1,

so geht die Gleichung G = 0 in die folgende @ber:

GOu~+ My ay 4§, 0,4+ &, - .. g+ 6)=

( )§n+ (ﬂm £y B ool B

wo (nu, &, & ... Ea), die Summe dber alle aus 7,, §, ... £ ge-
bildeten Glieder v' Dimension bedeudet. Es entsteht also eine Glei-
chung der Form

M Po (615 &r- - -§~)+’IT1‘P1(§1;51- )t om(Eyy By B =0,
deren Coefficienten ¢, und ¢, die Eigenschaft haben, fiir
€1=ga= e =§.=0

die Werthe Null respective (%yg) anzunehmen.

Und nun gehen wir an die Aufgabe, M. oder y — b, in der Um-
gebung der Stelle §, =0, §, =0, ... s = O resp.

Ty =0y, Ty =0y, ... Tn == Qn
in eine convergente Potenzreihe

Puly, &) .- E) = ’1?;«(% Loy + - :(;,.l(a))

zu entwickeln. Entsprechend den m Wurzeln b, werden wir m simul-
tane Elemente:

Y=ty + By (21, 70 .- - Ti(@)) W=1,2..m)
erhalten, welche in ihrem gemeinsamen Convergenzbereiche die m-deutige
durch die Gleichung G = 0 definirte Grofse y vollstindig bestimmen.

’

§ 371. Darstellung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung.

‘Zum Beweise der Existenz einer Potenzreihe filr die durch eine
algebraische Gleichung G (y, z,, #,, ... Z,) = 0 definirte Grisse y
in der Umgebung einer Stelle (z), die weder Nullstelle der Discrimi-
nante, noch Nullstelle der bei der hdochsten Potenz von y stehenden



Uber den Umfang des Begriffes der analytischen Function. 199

ganzen rationalen Function ist, suche man ein Verfahren, durch wel-
ches man die Wurzel einer Gleichung

fe) =gz + ™14 - -t an 18+ an=0
bestimmt, wo |, | und |@p—y| nicht unendlich klein sind und die iibrigen

Coefficienten dem absoluten Betrage nach kleiner bleiben als eine an-
gebbare Grofse. '
Heifsen die m von einander verschiedenen endlichen Wurzeln der
Gleichung f(2) =0
By, Byy oo Bm,y
80 wird :
f(e) =eag(s — 2)(6 - £) ... (52— 2m)

(2 1 1 1

2 —3

Bezeichnet ferner § eine von 2, #,, ... 2n verschiedene endliche Grofse,
und bildet man
(‘ — g)lll-—l

2=t e
FO+MG® T+ T

re _
19)

fO+r® “‘ Ll SNSRI "“)

~und
m

@ R S o
=2 R ()
vergleicht hierauf die Coefficienten gleich hoher Potenzen von (2 — §)

in den fiir diese Ausdriicke geltenden Potenzreihen, die gewifs in einer
Umgebung von s = { iibereinstimmen, so wird der Coefficient der

Potenz (¢ — §)*:
O Nt
[£9) =~ 3

(s~{)

Da dieser Ausdruck in den Wurzeln 2z, 7,, ... 2, symmetrisch ist,
wird er als rationale Function von § und den Coefficienten von f(z)
darzustellen sein. Dasselbe gilt dann auch fiir den Quotienten auf-
einanderfolgender Entwicklungscoefficienten :

m

Do

L pe=l1
S -em

u=1

= Ra(),

der aut die Form
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gebracht werden mag.

Der Convergenzkreis der die eindeutige Function % in der Um-
gebung der Stelle 2 = § darstellenden Potenzreihe geht durch die dieser
Stelle nichstliegende Nullstelle von f(z), sie heifse 5,. Dann sind die
absoluten Betrige von

3, —¢
s, —¢
kleiner als Eins und der grofste sei &. Bestimmt man nun eine posi-
tive ganze Zahl 4 derart, dals
’ (m—1éH <1
wird, so kann man den absoluten Betrag von Ry(f) — (s — &) kleiner
machen als

gl (1t m—0E . 2m—ne
|2y — ¢ (1_("._1)&1 1) wnd |g,— £l 20

Fafst man ferner in der durch die Bedingungen

g, —¢
7“:?|<1 (ﬂ=1,2,...1l—1,1'+1,...m)

(b=1,2,..v—1,v+1,...m)

definirten Umgebung einer Stelle (¢, 2,, 2,, ... 2,) denjenigen Bereich
auf, wo die obere Grenze ¢ der absoluten Betriige der aus den als
variabel gedachten Grofsen §, 2,, 2,, ... 2, gebildeten Ausdriicke

2,

Aot kleiner ist als Eins, so wird fiir alle Stellen dieses Bereiches

5, — ¢ ,
— (2, — gl Am—DE
B — (5 — )1 < |mn — ] B0,

und jetzt kann man eine ganze Zahl 4 so finden, dals

Ry +¢
fiir alle Stellen des genannten Bereiches die Wurzel 2, so genau an-
gibt, als man nur will. Man sieht, dafs in derjenigen Umgebung
einer Stelle (§, 2,, 2,, ... 2,), wo |2z, — ¢| kleiner ist als jede der
iibrigen Grofsen |z, — §|, Ra(§) + & fiir ein 4, das grofser ist als
jede angebbare Grifse, gleichmifsig convergirt und gleich 2, ist. Er-
setzt man den gefundenen Ausdruck fr die Wurzel 2, durch

£+ B0 + (B, (8) — By(§) + (Bs(® — R, () + - - -

und entwickelt die rationalen Functionev R;(§) von ¢ und den Coeffi-
cienten der Function f(¢) nach Potenzen von §, so wird auch die






202 Viertes Capitel. 1. Abschnitt.

z 2, g2 3 - 2
f#=9(;;) z’(‘_l‘)—'bz ;:‘__;:—xl"'ba; :,:—1"*"

n 1

-+b,nf'; =
und
—g,=0

s,— z, = bf,
3"‘52—bf|fz

Supr — Bp= bflfz
und die Addition dieser Gleichungen erglbt

G =bA+fi+ -+l 1)

Hier lalst sich nun beweisen, dafs g,4, fiir ein unendlich wach-
sendes g endlich bleibt und
lim (2u41 — 24) = lim (9(2) — 24) =0
ist. .
Ersetzt man b,, b; ... b, durch bestimmte positive Grdlsen
B2y By ... Bm, WO
B2 |byl, By =1bsl, « . B> |bu

ist, und b durch eine noch unbestimmt gelassene positive Grofse g,
bezeichnet die diesen Grofsen entsprechenden Functionen £, und Grofsen
2, durch griechische Buchstaben, so wird

:;4 > gp-—l
und defswegen

_2 ﬁv . ?:1 Z: pv(t‘;‘l + g;—!gn_l + .4 ;;—1) <
< zﬁzfy + 38364 -+ mBul T =7 ().

- Bezeichnet ferner & eine beliebig kleine positive Grofse und wihlt
man die positive Grofse § derart, dafs

26,8 (1+2)+ 36, B (146 Fmpaf L+ eyt < 5,
— was gewifs stets angeht — so ist jede Grofse §, und das zugehdrige
@u kleiner als

B(1 4 &) bez1ehungswense

1 +
denn erstens ist

L=B<B(1+2¢), py=FB+Bs+ - +Bub" <

und wenn die genannten Ungleichungen fiir §,, & ... ¢ und ¢,, @,,
. . @, erfiillt sind, wird zweitens
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Werth Z, einen Werth 7, gibt, welcher die Gleichung f(2) — Z, =0
erfiillt; es mufls nur |a,—(| > 0 sein.
Ersetzt man f(2) durch eine in der Umgebung R der Stelle s =0
convergente Potenzreihe
Z =2 @, 2",

n=0
wo «, von Null verschieden ist und bildet man

PR .’} _(“"‘:_z'z_i_%:g:&_f_....)‘

oy oy

so ist auch diese Gleichung durch eine fiir Z = a, verschwindende con-
vergente Potenzreihe
2="3(Z— a)

identisch zu erfiillen, weun nur die Coefficienten — ? = b, kleiner
1

sind als die positiven Coefficienten g8,, 8, ... f,, ... einer absolut
convergenten Reihe, indem dann gewifs eine Grofse § so bestimmbar .
ist, dafs

o

21’5-13”"(1 + &t < —1:'_?

v

wird. Die Reihe P (Z — «,) convergirt dann siclier in dem Bereiche, wo

2= <8 a+9)

ist.

Die Coefficienten b,, by, ... werden aber zweifellos die gestellte
Bedingung erfiillen, weil |Z| fiir alle Werthe || = r < R ein Maxi-
mum g hat und

low| S gr*.
Damit, dafs eine Reihe P(Z — «,) existirt, ist noch nicht gesagt, dafs
die gegebene Reihe an einer Stelle 2 ihres Convergenzbereiches ver-
schwindet, denn die Stelle Z = 0 braucht nicht in dem Convergenz-
kreise der Reihe fir z zu liegen. KEs kann somit auch ganze trans-
cendente Functionen geben, die fiir keinen endlichen Werth der Va-
riabeln verschwinden, und in der That haben wir eine solche in der
Function E(x) bereits kennen gelernt.
Gehen wir nun wieder auf das durcl eine Gleichung

G(y, 2y, 2y, ... 2) =0
definirte algebraische Gebilde mit der Stelle (b, a,, a,, ... aa) zuriick
und setzen fest, dafs in

GutTr 0y F by, - Gt E)=" Pully, by o.. B =0
r=0

@u—1(0, 0, ... 0) von Null verschieden sei, so lifst sich in der Um-
gebung der Stelle §, =§, = ... = §, = 0 ein Bereich angeben, wo
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Ist z. B. die Gleichung

y¥—Q+2=0
vorgelegt, in welcher n eine positive oder negative ganze Zahl be-
deutet, und beachten wir, dals (z == 0, y = 1) eine Stelle des alge-
braischen Gebildes ist, schreiben die Gleichung in der oben ge-
brauchten Form:

@w-—na)+(u—1p— 207 ) 2ENO=2 5

— =0
und setzen .
—1l=zP(x)=2 ¢
v B (2) ;’ ,
W — 1P =22 (o6 4 661 + ereis + - -+ €16) 27

r=0
in der letaten Gleichung ein, so gibt eine einfache Rechnung fiir den
Coefficienten ¢, den Ausdruck:

n/s/n n
G- G
1.2. ... (41 ’
Dieser Ausdruck ist aus —:— gerade so zusammengesetzt, wie der

(v + 1)** Binominalcoefficient (v _’;_ 1) oder (1),4; aus 5, darum fithren
n

wir fir ¢, die entsprechende Bezeichnung ( 2 ) oder (%) ein,

v+41 B
und die Entwicklung der Grofse y in einer Umgebung der Stelle
(x =0, y=1) lautet:

y=1+()z+(F) =+
In der Umgebung der Stelle (x =0, y = — 1) folgt
ym— (1@ )

Die gefundenen Reibhen besagen, solange sie eine Giltigkeit haben,
was man unter der zweiten Wurzel aus dem Ausdruck (1 4+ z)* zu
verstehen hat, und man schreibt:

vy TFaF =+ (14 () s+ ) =0+

Die Potenzreihe y == b + $(z,, #,, ... 2a|(a)) konnen wir noch
auf Grund einer anderen Bemerkung aufstellen. eil y in der Um-
gebung einer Stelle (a), die weder Unendlichkeitsstelle eines Coeffi-
cienten der Gleichung:
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¥+ 2 Y fu(@), Ty ... Za) =0,
=1

noch Nullstelle der Discriminante D(x,, z,, ... Z.) ist, durch eine
convergente Potenzreihe dargestellt wird, besitzt y an der Stelle (a)
Ableitungen aller Ordnungen nach den Variabeln z,. Wenn wir diese
Ableitungen aus der Gleichung G(y, z,, Z,, ... o) = 0 selbst ab-
lesen konnen, diirfen wir dann

Yy —bu=F(z,, 2,, ... zJ(®)) =
N ( Fottrktn y )(x.—a.y'- (@—af*  z,_a,)

oalhaale. . dakn

(p')=0 “1! "13 ".?_

setzen. .

Was diese Ableitungen betrifft, so sind diese wirklich leicht zu
finden. Ist zunichst G(y, ) = 0 die vorgegebene Gleichung, und
denken wir hierin y durch die ihr geniigende Potenzreihe b+ P (2|a)
ersetzt, so ist die Differentialinderung der convergenten Potenzreihe

G+ B(zla), 2)
GGy, »)= 52 az+ 57 dy

identisch Null-und demnach

eG
ay __ o=
dx oG
oy
Aus den Gleichungen
#G(y, z) =
=Tz 2+z(a""")d zdy + Q )dydy+(a )my—o
d’G(y. x)

G G
Gar43-L way z’dy+3a‘—y,amdxdy2+%’—

G P, 2G .
+3 P09 dz dy +3 54 dydy + oy d'y=0,
usw. folgt dann:

#6 | #6 2y | #G (dy
@y ox* Y 29z0y 0z T oy )
dat = oG
¢y
dy __ 1 [0G #G 426 (9
i = TG {azi +3 amy( )+3azay* X 4d)

Y ]
+3 (aaa:gy + oy* (:il:))
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Es ist ersichtlich, dafs

oG
dy d (d d oz dy
dx'=ﬁ(a:)=d_z(—@') und g% = 5 (G2) ist uaw.
oy .
Ist die gegebene Gleichung G(y, z,, z,, .. Z,) == 0, 8o wird
G
dG==—~-—dy+2 % dz,—0, =--‘?’;-,
2y

PG = dz,dz, + 22 7 ay- dz,dy

(z 02
MY

-|- r d ? + dy?=0 usw.
Wendet man diese. Methode zur Bestlmmung der um die Stelle
(x =0, y=1) des Gebildes
— (4 2P =0
giltigen Entwicklung fitr y an, so geht die Potenzreihe

y=l+»:’: m \'m ) ‘2+m —_l)(_—2)
hervor und weil der Coefficient von z*
- 1) (% - 2) o (3’—.?_,_‘-‘)

1.2.83...9
wieder die Form des »'" Binomialcoefficienten einer ganzen Zahl %

hat, schreiben wir auch in dem Falle der gebrochénen Zahl %:

—VAFa)pr=(1+4nm =1+ (~;~)'x+(%), 2+ (?n””),"‘s"'""

Sind & = 1, &, & ... &, die m Wurzeln der Gleichung e» =1,

so sind die x = O zugehorigen y-Werthe ¢, (u =1, 2 .. m), und die

Darstellung der m-deutigen Grdfse y in der Umgebung der Stelle
(x =0, y = &) lautet:

= (@)@ )= 8 @)
wo nun auch die Bezeichnung (;”‘ )u = 1 benutzt ist.

Bildet man die m'c Wurzel der n,'*® und n,' Potenz von (1 4 z)
in der Umgebung derselben Stelle (x = 0, y = 1), so lilst sich durch
Multiplication oder Division der diese Wurzeln darstellenden Potenz-

reihen leicht der Satz beweisen:
Mty

(A4 a)m (1o = (L F2) ™
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Umgebung jeder Stelle z,, welche auf der Begrenzung des kleinsten der
Convergenzkreise unserer Elemente liegt, m Potenzreihen

y = P (zlz,)
aufstellen, weil daselbst die fiir eine solche Entwicklung nothwendigen
Bedingungen erfiillt sind. Allen Stellen z,, welche dem gemeinsamen
Convergenzbereiche dieser und der urspriinglichen Elemente angehoren,
lassen sich dann 2m Reihen
PHzla, z) wd F¥(z|z,, )
zuordunen, die aber paarweise {ibereinstimmen miissen, weil es nur m
Reihen geben kann, welche einem Werthe z;, m der Gleichung
G(y,z)=0 geniigende y-Werthe zuweisen. Dann aber kann z, keine
singulire Stelle eines der gegebenen Elemente ) (z|a) sein, und man
sieht, dafs in der Umgebung der néchsten Grenzstelle nicht m sondern
weniger Potenzreihen existiren konnen, und dieselbe als Nullstelle von
fo oder D zu definiren ist.
Bei der allgemeinen binomischen Gleichung

Yy fo(®) + fu(z) = 0

sind die Nullstellen der ganzen Functionen f,(z) und f,(z) die im
Endlichen gelegenen singuliren Stellen der allenthalben aufzustellenden
Elemente fiir y. Sind die Coefficienten f, f,,...fn ganze transcen-
dente Functionen, so konnen diese in einem endlichen Bereiche nicht
unendlich viele Nullstellen besitzen, sonst miifsten sie ja in der Um-
gebung einer Hiufungsstelle fiir unendlich viele Werthe Null und dann
identisch Null sein. Darum aber lilst sich fiir Gleichungen G(z, y)
= 0, deren Coefficienten ganze transcendente Functionen sind, der
Satz iiber den gemeinsamen Convergenzbereich m simultaner Elemente
um eine Stelle a ebenso aussprechen wie friiher; er enthilt alle Stellen,
die o niher liegen als die ndchste Nullstelle von f;(z) oder D(z).

Andere Vorkommnisse wird man spéter' leicht beurtheilen, wenn
die Darstellung eindeutiger Functionen mit beliebigen singuldren Stel-
len bekannt ist. —

Enthillt die gegebene Gleichung mehrere unabhingige Variable
Zy, Zyy - .. Zs und ist (@) eine Stelle, in deren Umgebung m Elemente

y = PW (2, z,, ... Za|(a))

existiren, so kann eine Stelle (') nur dann auf dem wahren gemein-
samen Convergenzbereiche dieser Reihen liegen, wenn es unter den
den Bedingungen

|2, — a| = |z" — a,|

gehorchenden Stellen (z) mindestens eine gibt, die zu jenen singuliren
gehort, welche bei Entwicklung der Elemente ausgeschlossen werden
mufsten.
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G+ GE)e+ @+ mbu+---=0
besitze, sondern dafs hierin
o6 26 PG
oz ' o=t gp?
an der Stelle (z =a, y = bY verschwinden. Ist immer noch (—Ea—z

von Null verschieden, so werden die oben aufgestellten Differential-
quotienten

dy dy &y

dz ' dzt’ T gt
an der Stelle (z =a, y=1>) Null sein, und die oben beniitzte Ent-

wicklungsform

y—b=2(%’i Bl

erhilt die Gestalt =
y =0b+ (z — a)P,(2]a). —

Ist y=p keine Nullstelle der Discriminante der Gleichung G (y,z)
= O mit der unabhiingigen Variabeln y und keine Nullstelle des Co-
efficienten von z* in der nach z geordneten Gleichung (mit ganzen
Functionen von y als Coefficienten), so konnen wir in der Umgebung
einer Stelle (y == 8, z = «) eine Potenzreihe

T = e+ (y— B) B, (¥|h)

ableiten, sofern oG von Null verschieden ist.
0x/a,p

Jenachdem wir also z oder y als unabhingige Variable ansehen,
folgt in der Umgebung einer nicht singuliren Stelle (a, b) resp. (b, a)
eine Entwicklung der Gestalt

xT—a=1, y—b=tP ()

y—b=1t z—a= tu’Bz(t))
wo ¢ eine neue Variable bedeutet.
Substituirt man an Stelle der Variabeln ¢ eine in der Umgebung
der Stelle u = 0 verschwindende convergente Potenzreihe
t=autau+t---,
so besteht in der Umgebung jeder endlichen Stelle (a,b), an welcher

%, g;’ nicht gleichzeitig Null sind, eine Darstellung des alge-
braischen Gebildes in der Form:

z=0a+uP(u), ¥=>0+4+uP,(v),
wo P, (u) und P,(v) gewdhnliche Potenzreihen sind. — Beschrinkt
man die neue unabhiingige Variable « auf den Bereich, wo %, und 9,
convergiren, so gehort zu jeder Stelle u ein Werth ¢ und ein Werthe-

oder
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identisch geniigende Reihe
1
= PO(X,) = ixss”((%“)’) ®

oder kehrt — wie man sagt — die Reihe («) um, so wird die Reihe
() die Gleichung x — a = « P, () identisch erfiillen. Durch Substi-
tution der w Reihen (B) in die Gleichung y—0b = u%,(u) ordnet man

andrerseits den g Werthen von Vz:oa ¢ Werthe y zu, denn in

b, (sp«,n ((x_—aoﬂ): )) + b, (qs«,n ((zi f-)%))m.,_ s

1
konnen nicht alle Potenzen von (z%a,),, , die mit g keinen Theiler
0

gemein haben, verschwinden, denn sonst wiirden verschiedenen u-Wer-
then gleiche Werthepaare (z,y) entsprechen konnen. Man sieht also,
dafs einem Werthe von 2 in der Nihe von a pu der Stelle b benach-
barte Werthe y zugehoren, und ebenso gehdren einem Werthe y v
der Stelle a benachbarte Werthe z zu.

Ist andrerseits

z—a=A W+ At 4 ..., y—b=DByv' 4+ Bt +...,
so entsprechen einem Werthe z in der Reihe von a p’ Werthe y und

einem Werthe y »" Werthe von z. Das ist nicht anders moglich als
wenn

p=yp', v=v
ist, da einem z- oder y-Werthe nur eine bestimmte Anzahl von y-
oder z-Werthen zugehoren kann. Ferner lehrt ein #hnlicher Schlufs
wie frither, dafs die Werthepaare (z, y) aus den beiden Functionen-
paaren gleich sein miissen, d. h. solange % und v zufolge der Beziehung

4= Byo 4 fyot 4 - -
um beliebig wenig von einander abweichen, konnen die zugehdrigen
Werthe z, und z, nicht verschieden ausfallen.
Umgekehrt sieht man, dafs die zweien Functionenpaaren ent-
sprechenden unendlich kleinen Werthe fiir (z —a) und (y —b) nur
{ibereinstimmen konnen, wenn % und v durch eine Gleichung

=pFv+ v+ -- (|f]>0)
v=_p'u+p'w+--- (|6]>0)

verbunden sind. —

Wir haben nun gelernt, wie man das algebraische Gebilde an jenen
endlichen Stellen darstellt, wo die Discriminante D,(x) oder D,(y)
verschwindet, jenachdem man z oder y als die unabhiingige Variable
betrachtet, doch war vorausgesetzt, dafs an diesen Verzweigungsstellen

oder
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Gefe— bodg =1 und |agfiy — bpetg > 0
wird, so kann man rmal zwei Grofsen £, und 7, durch die Glei-
chungen _ 3
§=(—'¢o+ac'ie)§e’ 7= (— Bo + be7e) £¢

definiren, aus denen

= _ Bo€ —e,n
£0=b?£_°a?ﬂ) N = e —

ByE—agn

e %
resultirt. In den neuen Grdfsen §,, 7, erhilt die Function (¢, 7). die
Gestalt:

& M= _é:ﬂ—:e Clll(ﬁe ay — aofiy — Mo (boay — “eﬁe‘))"‘
und es wird -
G(a+5, b+ 1) =B | dhe v, (7o) + EBea () + - - - } = EeGe (s Tie) s
wo g, eine ganze Function von £, und 7, bezeichnet.*)

Wir behaupten nun, dafs die Gesammtheit der aus den r Glei-
chungen

99(50’ ﬁ(’)=0 (9=1’2)“-r)
entstandenen unendlich kleinen Werthepaare (£, 1,) mit Hilfe der
diese Grofsen definirenden Gleichungen gerade in die der urspriing-
lichen Gleichung G (a + &, b+ 5) = O geniigenden unendlich kleinen
Werthepaare zu transformiren sind, oder mit anderen Worten: dals
dic letzten r Gleichungen in der Umgebung der Stelle (0, 0) der Glei-
chung G (e + &, b + %) = 0 &quivalent sind.

Da g,(g_e, 1,) keine von E(, freien Glieder in 7, enthdlt, die von
niedrigerem als dem u,'** Grade sind, entsprechen einem unendlich
kleinem Werthe von §,, @, unendlich kleine Werthe %,, die wegen
der Irreductibilitit von g, im Allgemeinen von einander verschieden

ausfallen. Daher gehdren zu unendlich kleinen Werthen £, :;T,,. W E

*) Man kann andrerseits die Grdfeen ap und bp so wihlen, dafs a(,A— Lo le
fir ein von ¢ verschiedenes ¢’ von Null verschieden und ap — §p b = 1 wird,
und dann setze man

oder Pt
F = __ ST se?
Eo = Do —apn, W, = be& — agn’
so folgt
@ =T ipee ] [ (e —te— e tobe— )
d e=1
un

G+, b+m = B gp(Eer ip)s
wo g, ebenso wie G(z,y) irreductibel sein mufs.
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Gibt es hingegen ganze Functionen go(E,, 7j¢), in welchen das
Glied niedrigsten Grades in 1, 7Mye ist, so verfahre man mit der
Gleichung

e (go, ’70) = (ge, 7-19);49 + (gea ﬁ?)ﬂ(ﬂ" +--- = 0
ebenso wie frither mit G (a + &, b+ 7) = 0. Man zerlege die homo-
gene ganze Function (E‘,, 7¢), welche die Glieder ghe und 7@ wieder
enthalten soll, in das Product ihrer Primfactoren:

Ge ﬁ(ﬂe e Nt DA
wo ﬁy(, = = o ist, wihle dann p Grofsenpaare ag, x, b, derart, dals

A=1
dg,aBo.n — Vg, npn=1, lagnBfon — bpatoni>0
wird, setze wieder *

. Be=(—¢n+t Goxtlpn) Eo.ns To=(— Po.n+ bp.xTy.x)E.n,
leite dann _ _ -
e (Be» 7o) = (Be,n)"¢ go.n (Bo.n) 1g.n)
ab, so wird das System der p Gleichungen g, » =0 mit den neuen
Variabeln & x, 7jo,~ der einen Gleichung go — O in dem fritheren
Sinne #quivalent sein und es kann der Fall eintreten, dafs fiir 9, »
eine an der Stelle Ee-“=0 verschwindende Potenzreihe aufzustellen ist,
die wieder die Existenz eines Functionenpaares
T — a= Pl y — b=Plen(

zur Folge hat, wend, v

Andernfalls mufs man die Transformationen der bisherigen Art
fortsetzen, doch ist zu zeigen, dals man nach einer endlichen Anzahl
von Transformationen stets zu Gleichungen g(€,7)=0 gelangt, welche
die abhéngige Variable 4 in der ersten Potenz enthalten.

Nehmen wir der Einfachheit halber an, dals

(& Mu = C(B1E—
sei, und schreiben wir die aufeinanderfolgenden Substitutionen in der
iibersichtlichen Form:

Biay—eby =1, E=(—a4+an)t, n=(—pB-+bn)§
Bray—eayb, =1, g|=(_“2+az’h)§2; = (— ﬁz+bz’12)go

ﬂvar_arbr = l; Ev—l=(—‘av+av7lv)§n ylv—l—'( ﬂv+b 7]-) gn
durch welche successive die Gleichungen

G@+E b+n = &g E,m)
AGYED) = 89, (E2) m2)

Jr—1 (gr—l) "71—1) = §f'QV(§n 'I')
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G —_— §F|+Fa+"'+!"§,(§', ’17)

G bttty =
99 gttt )
G —-—y
T = gt TG ).
Nehmen wir nun an, dafs die Exponenten u,, u,,...u, gleich
bleiben, dann ist vor Allem

91Eirmy) = Cn + &7 (5y5 )
und wenn p,(§,, 1,) Glieder der (g, —1)t* Dimension enthilt:

(El’ '71)/4.—1 ’

Cwtir + &, (81» M)u—
die u,'* Potenz eines Fastors (8, £, — «,’%,) sein und die Coefficienten
a,’, f, werden a, und g8, proportional, weil die Function (§,, n,),, der
Voraussetzung nach den Factor (8,§, — a,7,) enthilt Die Grofse e,
wird darnach gewifs von Null verschieden sein.

Durch denselben Schlufs ergibt sich, dals unter der Aunahme
gleicher Exponenten g,, u,,...4, auch a,, «,,...a, nicht Null sein
konnen, aber dann resultirt endlich noch fiir § und % eine bestimmte
Darstellung der Gestalt:

g = ((— l)'a| Uy ... By + h| (gn ﬂr)) 5-
7= ((—1rgay...ar 4+ hy (&, 1)) &5,

wo die ganzen Functionen %, und h, kein constantes Glied mehr ent-
halten.

Ist G(z,y) eine irreductible Function, so kdnnen G und %%; keine

so muls

gemeinsamen Theiler in % besitzen. Dann gibt es zwei ganze Functionen
D(E, 1), P(E,n), deren Grad in 5 niedriger ist als der von G resp.

gf" und welche die Beschaffenheit haben, dafs
@, ,
L/ 0 + ra
eine rationale Function von § allein wird. Wir setzen fest, dafs @
und ¥ keine Potenz von § zum gemeinsamen Theiler haben und

@ 2% 4 we = PRE), |RO)|>0

sei, benutzen dann die oben abgeleiteten Formeln, uud vergleichen in
der entstehenden Relation

D) Bt TG (6 )+ B(E ) BT g, (B )
= (—1)yeye,...e+ by (E, 1).))1 R(E,)
die niedrigsten Potenzen von §,, so wird nothwendig

!‘|+P2+"'+l‘v_"=‘”(f"l__'l)sl’
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— wo fu(z) ganze rationale Functionen sind — definirten Grofse
y = f(z) an den verschiedenartigen Stellen z durch neue Bedingungen
charakterisirt werden.

Ist £ = a ein Werth, dem eine einfache endliche oder unendliche
Wurzel y = f(a) = b zugehort, so wird

(f@).@—a) =0

r=a
oder

(f@). @ — ay*) =0,
denn es gilt:
y—b=(x—a)'-( ) + (z — )'+l(d'v+!:)(v-}l-1)'+

(a 5) (a, b
beziehungsweise:

; = (: y) L (@ —ayn (dx""‘!‘l) (’__'1__1)_! 4 .-

(@, ®) (@, =)

Ist an der eudlicheﬁ Stelle (a, ) neben

G 0=0, (12)= () == (Z72) =

aber (3—:) von Null verschieden, so wird
1
(t@.(z—a)s) =0,

weil die Entwicklung
1 1
y—b=(x— a) i]S((x — a)!‘)
besteht. Ist erst das Product
ﬂ
(f(x).(a: —a) " ) =0,

so mufs die Entwicklung lauten:

v 1
~ = @—a¥ $(= — a)¥)

und man sagt: y oder f(x) wird an der Stelle « von der Ordnung —E'
unendlich. '

Tritt an Stelle des unendlichen Werthes a die unendlich ferne
Stelle £ = 0o, 8o sind

i it
(f(z)- (—;—)F_) =0 und (f(a:) (—;—) “ ).= 0

die Bedingungen dafiir, dafs y an dem (g — 1)fachen Verzweigungs-

punkte z == o0 endlich oder von der (-";')“'n Ordnung unendlich ist.
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o= ay+ Bty Blx ¢ (14 Bix ¢ P (BE ).
Um y in der Umgebung der m, unendlich fernen Stellen darzustellen,

setze man
1 2 a.\"x
Yo = Amo g l l (l — —') ™,
k T H
. . i=1
hierin aber
1
A”‘u == B == B“B'u’—.“u"o’

dann

B_P‘n' X = t_l“u,
so werden die m, Functionenpaare:

t_pu t—vn t#o as tﬂn
T= g YT g (l T ¥ (B)) '
Damit sind nun zu jeder Stelle (a, b) die zugehorigen Functionen-

paare aufgestellt, und soweit das einzelne Paar eine Geltung hat, so-
weit sind die zusammengehorigen Werthe (z, y) durch dasselbe definirt.

§ 40. Transformation algebraischer Gleichungen.

Wenn jetzt die durch eine algebraische Gleichung G(('g;). (:;:)) =0

definirte Grofse y in der Umgebung jeder Stelle z = a dargestellt
werden kann und daselbst die zusammengehorigen Werthe z und y
stets durch eine endliche Anzahl von Functionenpaaren auszudriicken
sind, so lilst sich das Verhalten einer rationalen Function von z und y
G (Z, !I)

B9 = g9
wo die ganzen Functionen g, und g, keinen gemeinsamen Theiler
haben mogen, in der Umgebung jeder Stelle (a, ) angeben, indem
man die daselbst bestehenden Functionenpaare filr z und y in R(z, y)
einsetzt. Bezeichnet R (a,) den Werth von R (z, y) an der ge-
gebenen Stelle, so wird

R(z,y) — B(a, b)
durch eine in der Umgebung der Stelle { = O convergente Potenzreihe
nach ¢ dargestellt, sofern R(a, b) endlich ist; andernfalls beginnt die
Entwicklung mit einem Gliede ct—* . Nach dem Werthe des Potenz-
exponenten k sagt man, dafs die rationale Function die kfache Stelle
(@, b) besitzt und von der %' Ordnung unendlich wird.

Ist wie bisher G (y,z) in y vom m'» Grade und sind y,, y,,... ¥

die m einem z-Werthe zugehorigen Werthe von y, so kann man in

9@.9) 9= Y,) 9% %) (T Yd) - (T Y1) G2 (& Yy id) - (2, Y

9:(2,9,) 9@, Y0) 92 %> %) -+ G2l Y)
den Nenner, der eine symmetrische Function von y,,y,, ... ¥, ist, als
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offen, wo H eine irreductible ganze rationale Function der von den
n Grofsen z, linear abhingigen Grofse y und H, ganze rationale
Functionen von y bedeuten. An diese Systeme hat man wieder die
Frage zu kniipfen, ob aus denselben Systeme gleichzeitig convergenter
Potengreihen fir y, z,, z,, ...z, hervorgehen.

Endlich kann man die gegebenen Gleichungen G, == 0 direct so
behandeln, wie die eine Gleichung G (y, z) = 0. Wir wahlen den
letzten Weg, da wir noch Gelegenheit haben werden, Normalglexchungs-
systeme bilden und untersuchen zu kdnnen.

Es sei (a,, a,,. . .Gmta) eine endliche Stelle, welche den n Gleichungen

Go(Zy) Zgy. . . Tntm) =0 (v=1,2,...n)
geniigt, und man setze
Ty— =25, ZTetu — Gupu= g"{*)
dann erhalten die Gleichungen die bekannte Form:
V. NI - 11 0 pR Rl o teeey SETie 3 ¢ % A ST PR
A~:§:+A«E.+ +A:,~+-§-+-+(§u 5:, §-+-):.:+

-“-ln"‘-fl-,!b-‘*‘ +Au.-+-s-+-+ (91 o3y - - E-—Q-)-.!'*“
w0 (§,. &5 - -« Eatm),2 die Glieder 2 Dimension aus der Glelchung.

Guay + &, 0+ & - - Gepa + Eapa) =0
umfafst.
Wenn dann in der Matrix
"y All Aln‘l‘ Al-—-—-
AQ \'-'A&l) A"‘.'f‘l A‘!’h

-'lxl-“ -ixn“lt.hl’ -.-+-

eine der Determinanten mn** Ordnung, . B.

.?.(i" . ?G.
¥ TR R (“1 ) (&
rGl ;'G'
A:x* "l::v N X (;‘ s (‘(T-)
€6n éGn
IR PR PP IR 1. « (—(—}: “eon (?‘_‘
von Null verschieden ist. iassen sich w der Groisen § und xwar §,,

$eo .. .30 in der Umpebung der Stelle (% nach Potenxreiben der m
thricen Vamabele ohne constantes Ghed entwickeln:

-
-

Som N Fas: St fesmt =], 2w
Ma= kann nambch ene Folge von Stellem (§,. §,,...5.) oder (&)
), )
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nicht verschwindet, und bestimmt aus den (%--m) Gleichungen durch
das frithere Verfahren denselben geniigende Grenzwerthe §,, &,,...Entm
als Potenzreihen der Grofsen ¢, ¢,, .. . ta,
b= Pt tyy . - - tm),
80 besitzen diese einen gemeinsamen Convergenzbereich um die Stelle (0).
Zum Convergenzbeweise ersetze man in den Losungen der (n+m)

Gleichungen

Ei=ayt+anpty+ - timta 4+ ¥,(§, &) - - - Entm)

Er=ayt,+ ayty+ - -+ Ganla + (81, &2y - - - Entm)

g-{-n = a-{-n,ltl -+ an+-,2t2 + MR + au+-.ntm+#’n+ﬂ(§n gz, .- ‘§'+-)1
wo die Ausdriicke ¢, keine Constanten und keine Glieder erster Di-

mension enthalten, auf dafs in ihrer Darstellung durch eine (n 4 m)-
fache in einem Bereiche |§;| < R convergente Summe:

v,
Zbg.).n,...vﬂ:- Erép... E.’_"_':‘
(=0

2»12 2 sein mufs, die Coefficienten az,, durch eine solche positive

1}

Grdfse y, dals der absolute Betrag:

gl <Y
ist. Ist dann fir jedes (4) und ein r < R
b(:)‘ ".""H-’ S gr-(v.+':+'"+l.+-) ,
so werden die Coefficienten der Reihe fir

| a)

bbbt tlain
(g et

r

nicht kleiner als die absoluten Betrige der Co.eﬂicienten gleichnamiger
Glieder jeder Reihe yi, und umsoweniger kleiner als die der Reihe

Sitét-tboim
S STt Sebm]
— T e {g+y . }

- r
Sollten nun aus den (» 4 m) Gleichungen:
b=y +&+---+ ta) +g’ (5l+§n+"“+§-+.):

("= l) 2)"'“"’")
convergente Potenzreihen fir die Grolsen §: lfe"m‘gehen, s
g:;e:)m sic‘g:r sein, dals auch die geg_ebenen Gleichungen darch
gleichzeitig convergente Potenzreihen identisch zu erfillen sind.
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aus welcher fiir 2, eine Potenzreihe

‘2 — ay = B, (2y, T3, - . - Tagm| Gy, A3, - - . Cnim)
entstammt sein mag, alle in einer gewissen Umgebung der Stelle
(ay, @y, - . . Gnym) liegenden Stellen, welche dem durch die Gleichung
definirten Gebilde angehdren, aus der Potenzreihe hervorgehen. Dieser
Satz gilt auch, wenn n Gleichungen mit # 4 m Variabeln gegeben
sind und an einer Stelle (a) » Potenzreihen

Ty — Gy = ‘B'(Z..H, Tatgy o ». .’tﬂ.mla,._*.l, OUnyoy - o a,.+,,,)

existiren, welche diesen Gleichungen geniigen.
Weil dann die Determinante

lA“, Ay, .. . Aa |
'A”, Ap,... Ag.,. :

. . . |
An,lyAn,S) LN Aa‘a I

von Null verschieden sein mufs, gibt es gewifs eine Grofse 4,,,,
welche nicht verschwindet, z. B. 4,,. Entwickelt man dann zunichst
aus der Gleichung:

Au gl+A|2§2+"'+Al.n-l-m§n+m+(§u E-n R §..+m)1,a + -
g, als eine Potenzreihe in den Variabeln §,, §,, ... &ym
g’l—gl (Eﬂ Eav LR §-+m)
und substituirt dieselbe in die tibrigen » —1 Gleichungen, so entsteht
ein System:
A;?&; + + A; ntm gn-{-m + 12(51’ . ga-}—m) =0
-A.‘l’g? + '+‘ AS ntm §n+m + s (5“ . Eu—!—m) =0 (a)

AQ 2 Ez +- + 4, ,.+m§.+m + s (82, : §n+m) =0,
welches dieselbe Behandlung zulifst wie das gegebene, wenn nur eine
Determinante (» — 1)tr Ordnung mit der Matrix
Abg . .. A3 aym |

|
| Ay o Ay |
von Null verschieden ist. Bemerkt man, dafs die Elemente der aus

den ersten (» — 1) Verticalreihen gebildeten Determinante gefunden
werden, indem man den Ausdruck

= ;T: (A& + - -+ + Antmatn)

in den Gleichungen

I
i
|
|
|
l
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umzuformen sind, so lehrt die Substitution der Reihen ftir x; — b,
dafs #, in Potenzreihen nach den Grofsen 7z, entwickelt werden
konnen; und da den Stellen () und (z(®) gleichzeitig die Stelle (c1)
zugeordnet war, haben diese Reihen die Form

ty — 8 = pu(zys Tay -« - Tl (7)),
wo p, kein constantes Glied enthdlt. — Die Ausdriicke

a2+ Paly tyy - - - tm)
werden mit Hilfe dieser Reihen in b; 4 i(z,, 7,, . . . Tm) libergehen.

Da die Grdlsen 7, lineare Functionen von z;—b; sind, existiren
auch m Potenzreihen

T — Ty = Polbyy by o - o b (£O9)),
die durch Umkehrung der fritheren Reihen

b — 1) ‘=2 ’ Eorn .7y (T — TV (T — TOY L (T — )™
('p)=°
zu gewinnen sein miissen, weil zu einem Werthesysteme der ¢ nur ein
bestimmtes System der z gehtren kann und umgekehrt. Dazau mufs
nothwendig die Determinante

(1) 1
€1,0,...0 - « » 81‘:,)0....0,1

6&?&,...0 .o 91()'."3,...0,1

von Null verschieden sein.

Wenn darnach zwei Elemente eines durch s Gleichungen G,=0
definirten Gebildes in der Umgebung einer Stelle (¢;) coincidiren und
die Werthe ¢, fir {,=a, und r,==p, aus den Elementen entspringen,
dann gibt es m Potenzreihen

b — @p = Pu(Tys Tyy - . . T | (Bu),
welche das erste Element in das zweite iiberfilhren, und das zweite
ist umgekehrt durch die aus diesen Reihen hervorgehenden Reihen

Tu _‘ﬁ# =pulti, tyy . . | (@)
in das erste zu transformiren.

Damit ist klar, wic man ein Element:
2y — ar =Py, tyy.. . tm) (B=1,2,...m)
fortzusetzen hat. Man greife aus dem gemeinsamen Convergenzbe-
reiche der Reihen P; eine Stelle (a,) heraus, setze dann anstatt ¢,
@, + (tu — «,) und ordne die Reihen nach Potenzen von ¢, — «,,
fithre statt ¢, — «, m convergente Potenzreihen

Pu (Tgs Ty -« - Tm| (Bu)
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in einem Bereiche um die Stelle (a) dieselben Werthesysteme (z) lie-
fern, so werden die aus der Fortsetzung:
Za — €= Pi(ty, thy, . .. t%n)
abzuleitenden Potenzreihen
2, — Oy =Py (Tnt1, Tatss - - - Tutm | (Catn))

Fortsetzungen der ersten » Reihen sein, denn wenn das erste und
zweite Element in der Umgebung von (c¢;) coincidiren, so stimmen
auch die # Reihen B, und P, fir jede Stelle eines gewissen Bereiches
um die Stelle (c¢) itberein und umgekehrt.

Das analytische Gebilde m* Stufe in dem Gebiete von m + n
Grofsen enthilt aber mehr Stellen als das durch % primitive Reihen

Ty — @ = Wy (Tat1y - - - Tnim| (@) (v =1,2,...0)

definirte System analytischer Functionen, denn das Gebilde besitzt auch
dort ein Element, wo die Determinante

26, 06
oxy ’ az.

aG' P aGﬂ
8.1:. ! dxn

verschwindet, sofern nur eine andere der Determinanten aus der oben
genannten Matrix von Null verschieden ist.

Darum erheben wir das analytische Gebilde iiber die analytische
Function des friiheren Sinnes und treffen fiir die analytische Function
folgende Festsetzung: Zu den Werthen (c,i.) der unabhingigen Va-
riabeln Z,41, ZTate, .- Zntm gehoren bestimmte Werthe ¢, ¢,,...c,
der durch ein System primitiver Elemente

Ty — Gy = Py(Zat1y + « - Tntm|Gut1y - - - Cntm)
definirten analytischen Functionen, wenn in dem Gebiete der (n- m)
unabhiingigen Gréfsen x; ein Gebilde mter Stufe mit einem in der Um-
gebung der Stelle (c;) giltigen Elemente
2y — €= Pi (1, thyy .+ Unm)

existirt, welches in jeder Umgebung der Stelle (0) unendlich viele.
Werthesysteme () mit der Hiufungsstelle (c2) definirt, die auch aus
n simultanen Elementen unseres Functionensystems hervorgehen. Dar-
nach gehort z. B. die Stelle (co) zu dem Giltigkeitsbereiche von n ana-
lytischen Functionen, und sie nehmen dort den Werth oo an, wenn
man ein Element der Form:

;11_= Pa(vy) 025 - - - Um) (4= 1,2,--.n+nz)
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II. Abschnitt.
Durch Differentialgleichungen definirte analytische Funectionen.

§ 43. Totale Differentialgleichungen.

Die eingefithrten analytischen Functionen besitzen an allen nicht
singuliren Stellen Differentialquotienten jeder Ordnung nach den unab-
hingigen Variabeln. Wenn aber (a;) eine singulire Stelle ist, in
deren Umgebung wohl ein Element

nn—ar=Pal, 4, ... tw) A=1,2...04m)

aufzustellen ist, auf dafs

oz, 0Ty,
—5}”— und _33;_
existirt, kann man aber aus den letzten m Potenzreihen ¢, ¢,, ... ¢,

nicht nach Potenzen von (Zetu — @atu) (=1, 2 ... m) entwickeln,
so wird der Differentialquotient
oz, oz, 0t,

0%pyy, 0%, 0Tny,

an der Stelle (@) nicht durch eine Potenzreihe

PB(Znt1y Tty -+« Tatm | (@utu))
darstellbar sein; d. h. der Differentialquotient der analytischen Function
Z, VOD Zni1, Zatsy ... Zatm Dach z,;, wird an der Stelle (a2) nicht
von regulirem Verhalten sein.

Soviel steht aber fest, dafs wir die Ableitungen unserer Functio-
nen als vollstindig definirte analytische Functionen in Rechnung zu
ziechen haben. Wenn die Ableitungen mit der Function gegeben sind,
kann man fragen, ob eine vorgelegte analytische Function die Ab-
leitung einer gleichartigen Function sein kann, und allgemeiner mufs
man untersuchen, ob man % analytische Functionen z, von m unab-
hingigen Variabeln so bestimmen kann, dafs zwischen den unab-
hiingigen Variabeln z,;, (u=1,2...m) und den Grofsen z, (v =1, 2
...n) und einer nach den 2., genommenen bestimmten Anzahl von Ab-
leitungen verschiedener Ordnung derselben eine Reihe von Beziehungen
besteht, die durch die arithmetischen Operationen mit den in.Rede
stehenden Grofsen dargestellt sind.

Gibt es Functionen dieser Art, so heilsen sie Inlegralfunctionen.
Wir nehmen zuniichst an, dafs nur eine unabhiingige Variable z in
Betracht komme. Wir nennen die » von z abhiingigen Grofsen
Z,, %y, ... 2%, und setzen fest, dals zwischen diesen Grilsen z selbst






246 Viertes Capitel. 1. Abschnitt.

den gegebenen Gleichungen geniigen. Diese Aufgaben lassen wir hier
aufser Acht. —

Wir setzen voraus, dafs man aus den neuen Gleichungen F, =0
bei der Elimination von n — 1 Differentialquotienten niemals eine Glei-
chung in z und den Grofsen z,, z,, ...z, allein ableiten konne,
sondern dafs das System der Eliminationsresultate die Form erhilt:

dx
G,(x; Zyy Zyy v+ + Tn, 7;')=0,

denn wenn einmal eine Gleichung G,(z, z,, .. .x.) = 0 hervorginge,
so konnte man diese zur Reduction des Gleichungssystems F, =0 auf
ein anderes benfitzen, in welchem die Anzahl von Differentialgleichungen
und Variabeln um Eins vermindert ist.

Das System G,=0, dem offenbar alle Losungen der Differential-
gleichungen ¥, = () geniigen, wollen wir durch ein oder mehrere Normal-
gleichungssysteme der schon oben genannten Art ersetzen.

. Lo . . d .
Bezeichnet man die Differentialquotienten ‘;;3 mit y, und fithrt
eine neue Grofe .4 ein, die durch den Ausdruck

Y+ ay,+ - -+ a.y.
mit n willkiirlichen Constanten definirt sei, so kann man zuniichst eine
algebraische Gleichung ableiten, welcher z,;, geniigt. 1st die Function
G,(z, z,, Z,, ... Zn, ¥) in y, vom m,'® Grade und sind die Losungen
der Gleichung G, =0
v, y@, .y,
so ist das Product

D) = [J(onrs — (@9 + a0+ -+ a,) @

iiber alle Factoren .1 — (a,y¢) + - - - + a, y¥»)), die bei den ver-
schiedenen Combinationen der Losungen y!™) hervorgehen, eine ganze
rationale Function von Z,i;. Die neue Grifse z,41 geniigt der Glei-
chung @ (2ny) = 0.

Sind die Gleichungen F, = 0 und @, = 0 in den Grofsen z, z,,
Zy, ... Z, rational, so werden die Coefficienten der verschiedenen Po-
tenzen von Z,y, rationale Functionen der Coefficienten der Gleichungen
G, = 0 und somit rational in z, z,, z,, ... Z., @, Gy, - .. a, sein.
Zerlegt man hierauf das Product in seine irreductiblen Factoren:

H(Znt1y Ty Zyy oo Tny Gyy Gyy . . . By), -
so sind deren Nullstellen
2y, = 0,0 + a4 -+ a0

Geniigt ein System von Grofsen y (v = 1,2 ... n) aus einer Wurzel
der Gleichung H = 0 gleichzeitig den Gleichungen G, =0 und F', =0,
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Die willkiirlichen Constanten a sind hier wieder verschwunden,
weil wir ihnen solche bestimmte Werthe beigelegt dachten, dafs die
Discriminante von H nicht identisch verschwindet.

Die genannte canonische Form eines Systems von n Differential-
gleichungen mit n abhingigen und einer unabhingigen Variabeln lif(st
sich noch dahin modificiren, dafs man die binzugetretene irreductible
algebraische Gleichung H =0 fiir die Hilfsgrofse .y, durch eine
(» 4 1)t Differentialgleichung ersetzt. Durch Differentiation der Glei-
chung H = 0 nach z folgt:

oH | Y oH 43,
dz, .y 0z ' & 0z, dz Hy (@, 2 ...2,,)
az - oH = 5H )
CEN 0Tty
und umgekehrt mufs mit den (» 4 1) Differentialgleichungen:
dz, H, .
@z = g @=12...5+1)
0t
98 _ ) oder H — const.
ox

sein. Wir werden gleich sehen, dals wir dieser Constanten den Werth
Null beizulegen haben.

Der Vortheil des neuen Systems von Differentialgleichungen gegen-
iiber dem canonischen beruht darin, dafs in demselben die Variablen
Grofsen z,, ,, ... Zyp1 gleichberechtigt erscheinen.

Indem wir z durch x, bezeichnen und eine weitere Variable ¢
durch die Gleichung

dz, o0H
@~ 9a,,, —
einfihren, erhalten wir das System von (n - 2) Differentialgleichungen:

dz,

Tt_=H'(z°’ ZyyoooZap) v=0,1,2...041),

wo die Kunction bis auf H,y, ganze rationale Functionen von z,,,
sind, welche die Variable ¢ nicht enthalten.

Es handelt sich nun um den Beweis, dafs man das canonische
System identisch erfilllen kann, indem man z,, z,,...2%.,4 in der
Umgebung einer Stelle x = ¢ durch convergente Potenzreihen dar-
stellt, die fir x = ¢ die Werthe ¢,, ¢,, .. . ¢oy1 annehmen, wo ¢, c,,
. .. ¢y einzig an die Bedingung gekniipft sind, dals der diesen Werthen
zufolge der Gleichung H(zn41) == 0 zugeordnete Werth x4, = c,4,

keine vielfache Wurzel ist, da dann (—aall—) verschwiinde.
Tty
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eine Umgebung derselben, in welcher jede der Functionen F, durch

eine Potenzreihe
Ty (@) 3, - - - 201()

dargestellt wird. Es soll aber die Stelle (¢) nicht gerade eine solche
sein, wo diese definirenden Elemente der analytischen Functionen alle
den Werth Null annehmen.

Bildet man aus den gegebenen Gleichungen die hdheren Ab-
leitungen:

d'z, o oF, ds, oF,
Y = __Y j— o= )
an 2 ox, dt o=, Fu=F
= ”_,
dz aI«"” dzx oy dF®
a5 = 2 e it 4 om, To =TV
u=1
d’xi Al
aw = I

und beachtet, dafs fiir die analytische Function z, einer Variabeln
t — sofern ¢ = 0 der Werth z, = ¢, zugeordnet wird — die formelle

Entwicklung
SECEAYS
G =,,Z=1 (7) i

gilt, so erhalten wir in unserem Falle die den Differentialgleichungen
formell geniigenden Reihen:

N 7 t* ¢
x.—c.=§f£")(c|,cz,...c,,)- b v=1,2...n),

denen erst eine analytische Bedeutung zuzuschreiben ist, wenn gezeigt
wird, dals sie unter den fiir F, vorausgesetzten Bedingungen einen
gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. )

Man sieht leicht, dals die aufgestellten Reihen unsere Differential-
gleichungen identisch erfiillen, denn wenn man in

F, (2, @,y ... %) = 3]3,(2:‘, Ty« v x,.|(c)) =
N (et E N\ @ — ol @ — o)l (@, — ¢
@ ( oo palr. .. Qukn ! pe! B!

(,4,):0
die gewonnenen Reihen substituirt, so entsteht gerade die Reihe:

Fﬁ‘)(c,,c,...c,.)-]-F,")(c,, Cys - cn) +F(3)(Cn Cay - c);%:-[—

= (F) + (2 T )bt

rFW F‘” a F“’ t* )
+ ("ZJ = Fa_ — F(l)F(‘) + F‘l) v + ______ e







952 Viertes Capitel. 11, Abschnitt.

dz

id 9
dt = . x‘+a.’+...+x’
r
umsomehr zu dem genannten Schlusse geeignet sein. Leitet man die
diesem System geniigenden Potenzreihen fir z,, z,, ...z. ab, in-
dem man
d‘
dt*

—1.3.5. —3)- (-" —
[

. ! g x—1
(dt,)=l 3.5...(2x—3)-g(%)
bildet, so folgt nmal dieselbe Reihe

N, (9T ex—2
& gg(,) 2% =T (x — 1! il
doch weil der Quotient der Coefficienten von ¢* und ¢*+!, némlich

r x+1
g 2x—1°

und

grofser bleibt als - g , 80 convergiren die gefundenen Reihen in dem
Bereiche, wo

It < 55

und dieser Bereich ist darum, weil » von Null verschieden und g
eine endliche angebbare Grofse ist, nicht kleiner als jeder beliebig
kleine Bereich.

Umsomehr miissen nun die fritheren Reihen

L] t"
$,=‘=§1F£l)(0, O...O).ﬁ
oder

—c,——z FMN(e,, €pyennta) s —

x=1
einen gemeinsamen Convergenzbereich besitzen. Wie grofs dieser Be-
reich ist, ist filr unsere Untersuchungen ganz gleichgiltig, denn wir
wissen, dals die simultanen Fortsetzungen der gefundenen Elemente
in derselben Beziehung zu einander stehen wie die primitiven, d. h.
den Differentialgleichungen geniigen.
Ist neben n ersten Elementen ein zweites System

2, — ¢, = FO(C,, C,,...C) -,

x=1
gegeben, welches denselben Differentialgleichungen gentigt, und lifst
sich in dem gemeinsamen Convergenzbereiche dieser Reihen eine Stelle
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ist und wir setzen voraus, dals die Ableitungen “hdchster Ordnung
nach einer der Variabeln, z. B.

AT S
oty ' oty oty
wirklich in den Gleichungen vorkommen und diese nach den genannten
Ableitungen auch losbar seien.
Fihrt man dann wieder eine Hilfsfunction
3’" 1z, o "'.’B.
vor T T G
ein, so geniigt dieselbe einer algebraischen Gleichung @(z,) = 0 und
wenn H,(z,) ein irreductibler Factor von ®(z,) ist, so kann man die
gegebenen Differentialgleichungen wieder durch canonische Systeme
der Form:

Xy =

Hy(z,) =0 .
o, H,
Py ) =0 (v=1,2...n)
0%,

ersetzen, worin die Function H,, Z ¢ ganze rationale Functionen der

Variabeln ¢, ¢,, ... ¢, und dex;]emgen Ableitungen :
a¢0+ a+-- +"mz

et ptam et
sind, in welchen
et + - an<m,, ag < m,
ist.
Es sollen nun (m - 1) Potenzreihen
< (fo— €)™ (th—e)™  (ty — em)°m

= () S — [P
Zy (;Z’aa,, Oyeam ol Tay! a,!

(a.. (t‘.
=P, () by - - - ta|(0) =2

a,=0

(v=0,1,2...9)

50 bestimmt werden, dafs diese das canonische System von Differential-
gleichungen befriedigen, d.h. man soll die vorderhand noch unbe-
stimmt gelassenen Grofsen

00, Cl, ...cm, (a:),u., 'am

derartig wihlen, dafs die Differentialgleichungen durch die Reihen be-
friedigt werden.
Entwickelt man zuniichst H, nach Potenzen von ¢, — ¢,, ¢, —¢,,
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die wir als Functionen von #, ansehen, gmal nach ¢,, so erhilt die
p' Ableitung die Gestalt:

wo H® eine ganze Function von ¢, #,, ... /s und denjenigen Ab-
leitungen

Zy; aguar, .- apy
ist, in welchen

ote+--tan<m+tp ud ag<mtp.

Daher hat der Coefficient von ' # c,.)" in der Entwickluné von

o0H, ™=z,
9z o™
die Form:
(my4-p)
oH, ™t o
e P THY
wenn 8—1—1~ und Hw die Werthe von oH, und H® fiir
dzo 4 axo 4
a“x"l" +¢m(§°)
b=t wd e = G
bezeichnen.

Die u'¢ Ableitung von H, nach £, hat die Form:

o8, ¥z,

)

ETNETT + HwW.
Versteht man wieder unter %f: und H» die Ausdriicke, welche bei
den oben genannten Substitutionen aus 98, hd H» hervorgehen,

0z

c")‘“- in der Entwicklung von H, nach

80 lautet der Coefficient von

Potenzen von (f, — ¢,):
.l:l i g
8 2 ‘JS.,-I—HO‘-“) .

Sollen nun die gegebenen Differentialgleichungen durch unsere
Reihen erfilllt werden, so miissen die Gleichungen bestehen:

d-H (my+l‘) o
S w0 p=0,1,2.m, @

doch weil aa filr {,=c¢,, ... tw==¢, nicht verschwindet, kann man



Uber den Umfang des Begriffes der analytischen Function. %17

(""'“‘) H® v=1,2...n
v =——B_H (y=0,1,2...
oz,
und .
) A
Y = o (=0,1,2,...))

0z,
durch bestimmte Potenzreihen von (¢, —¢,), (¢, —¢,), - .. (bm —
darstellen, wenn nur
©) © (my—1)
Bo und B, Py, .... P (¥=1,2...3)
bestimmt sind.

Nimmt man somit die Grol'sen €os €y - - - Cm und die in A, vor-
kommenden Grdfsen a) o derart an, dafs die Gleichung ky=0
eine einfache und endllche Wurzel ay besxtzt und wiihlt im Ubrigen
die Functionen

© @ m-D

Poy By ... By
14-u) (my+u)

(
willkiirlich, so kann man zundchst !B,, und dann P, und P, so be-
stimmen, dafs die Potenzreihen

Y (20
2= Rolles by - tnlyy 6 - ) BT (90,1, 2.,.0)

a,=0

den Differentialgleichungen und H, = 0 formeil geniigen. —
Setzt man

bh=1Cy+ ty, ty =¢; + 4y, ... tn="Cn+ tn
und versteht unter 2,, a,, 4, ...q, nunmehr die Potenzreihe von u,, u,,

. Um, in welche
aaf"al+"+am x'

ot ot .. . otym
zu transformiren ist, und bezeichnet man

3::: az .
) Zy, 1.0...o=—aT'o, Zy.3,0,..0== v.a:‘.oo..o e
3273 my—2,0,...0

-xv;m,—l,o,..0= )

Oty
so werden die Differentialgleichungen des canonischen Systems:

oz,
2H, 9%vim,—1,0...0
m —a“o —'—H,=0.

Ferner ist aber fiir jede Grolse z,; q,,q,,...q,, in Welcher

ota+-Fan<m,

Biermann, Functionentheoriv, 17

2)
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und mindestens eine der Zahlen a von Null verschieden ist,

azy; aQ, @) ...0¢n azv;c,,-l-l,a,,...u'u—l....am
3) = .

Oty ' o,
Beachtet man endlich, dafs neben H, = 0 die¢ Gleichung:

H, oz

g g% 4 =
besteht, wo H," eine ganze Function von u,, %,, ... %, und den-
jenigen Grofsen #,; ¢, a,,...a, bezeichnet, in welchen die Summe der
« nicht grofser als m, 4+ 1 und «,<m, ist, und eliminirt man mit
Hilfe der fritheren Gleichungen () die Grofsen

7, und m (v=l,2...n)
oty atovoe, p=1,2...m
so geht eine Gleichung
D H,\* _
4) Yo au,. —Gy=0
hervor, in der G, aus denselben Grolsen zusammengesetzt ist wie H,,

und wo k eine ganze Zahl bezeichnet.
Da noch

5 Ot __ ot _ Otm _
) P 1, S 0, ... 5 e 0
ist, hat man in den Gleichungen 1) bis 5) fiir die Grifsen £, ¢,

. tn und diejenigen Grofsen

Ly; g, 34+ Y )
in welchen ¢y + ¢, 4 ...+ amw < m,, die Potenzreihen von u,, u,
.. Un sind, ein System von Differentialgleichungen der Form:

0
GO (z,,z,, ...x,)a_”‘_e = GO (2,, Ty, - . 77) +

ox
+2G(0 (), 20y ... 2r)- a“ z 4. +2G(e (@), Zyy ... - 5_“:':_

m=1 =1
(e=1,2...7),

worin die Grofsen G@, G‘O’ und G:f) Potenzreihen von z,, %,, ...,
gind. Wir beschaftxgen uns mit diesem allgemeinen System.

Lauten die diesen Differentialgleichungen formell geniigenden
Potenzreihen

Zo = Pop oy %y, -+ - %m) (0=1,2...7),
und haben — wie in unserem fritheren Falle — die Potenzreihen

Pe(0, %y, ...um) (06=1,2...7)
einen gemeinsamen Convergenzbereich, gehort ferner die Stelle

$e(0,0,...0) (e=1,2...7)
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nur ganze rationale Function einer endlichen Anzahl von Gréfsen
U 4.....p, und den Coefficienten von G'®, werden.
Soll von den formell genfigenden Reihen

< £ 1 % Bm
() %, , e
x(’ =’ﬂ2—: bﬂ.;hﬂl--'ﬂm _ﬂ:T F"T e Bm!
gezeigt werden, dals sie innerhalb eines Bereiches um die Stelle
u,=0, u, =0, ...u, =0 gleichzeitig convergiren, so bringen wir
dieselben mit den einem neuen System von Differentialgleichungen
gleicher Gestalt:

oy ay
_.Q.._Z’G W Yo - y") e

0 .'In

~+2 GO (U1) Y2 - -9) 5

worin aber die Reihen (1‘0’ nur positive Coefﬁcxenten besitzen, die
nicht kleiner sind als die absoluten Betriige der entsprechenden Coefﬁ-
cienten von G®,, gentigenden Reihen in Verglelch

Fixirt man anstatt der fritheren Reihen 2]39 neue (5;, deren aus-

schlielslich positive Coefficienten gegeniiber denen von ‘f&, wieder von
grolserem oder gleichem Betrage sind, so werden die den letzten
Differentialgleichungen gentigenden Reihen fiir y, nur positive Coeffi-
cienten haben, die nicht kleiner sind als die absoluten Betrige der
gleichnamigen Coefficienten in den Reihen fiir x,. Wenn demnach
die Reihen fir y, gleichzeitig convergiren, ist das umsomehr bei den
Reihen fiir z, der Fall.

Zur Vereinfachung des letzten Systems von Differentialgleichungen
bemerke man noch, dafs man einer positiven Grofse R der Beschaffen-
heit, dals die Reihen GO _(x, %y - - - %) alle an der Stelle

x]=x2="'=xr=R

convergiren, eine positive Grofse G so zuordnen kann, dafs die posi-
tiven Coefficienten der Reihe fiir

wtent -+,

R
— die P(y,, Y5, . - . Y-) heilse — grofser sind als die absoluten Be-
trige der entsprechenden Coefficienten der Reihen G¥ ,(z,, ,, . . . z,)
und andrerseits auch zwei positive Grofsen R’ und G’ angebbar sind,
so dafs die positiven Coefficienten der Reihe fiir

G - tt gt 4,
vt mt o tu,

R

-—
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— sie heilse U(u,, %,, ... ta) — grolser sind als die absoluten Be-
triige der gleichnamigen Coefficienten der Reihen

(0)
‘ Pe(thy) ttg, .-« tm) (0=1,2...7).

Lifst man nun an Stelle der Reihen G , die Reihe (y,, ¥, --. )
treten und setzt fest, dafs die Reiben filr y, in dem Falle, wo u,=0
gesetzt wird, in die Reihe U(w,, %,, ... un,) libergehen, so werden
die Reihen fiir y,, welche den r Differentialgleichungen

S o) D (Bt Bt )

(e=1,2...79)
geniigen, einander gleich und werden blos von %, und

U+ vyt tu,
RD
abhiingig.
Setzt man
ittt o, ittty
Uy =u, --—R - -" =g und “— o =Y,
un_d somit

G G’
By Y2 - yr)=m, Yo="11Y,

so reducirt sich das System auf die einzige Differentialgleichung:
oy _m.ra 1 0y __ _a 0y

2u- R T 1—y o 1—y 0z°
und aus dieser soll y derart als Function von % und £ gefunden werden,
dals y fir 4 =0 in
GI Rl l i

tibergeht.
Die Methode der unbestimmten Coefficienten liefert aber leicht

eine Reihe fiir y:

b ST @ a
Y= l:z+2 tBz(’)l‘:T’

a=1
deren Coefficienten {3(5) aus der Gleichung:
a @ g @ e
B(e) + Be) T+ Bo) 57 + -
— ou—2 . — 1
POHNE @ et B 2 ) a9
1— (1 + bz

1 —

o

O]
v P2 u B‘B(B)
<[ilom+ T B+ +-]
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hervorgehen, indem man die Coefficienten gleicher Potenzen von u
gleichsetzt, und diese Reihe wird convergent. Dann hat aber auch
die durch die Substitution

ittt tu,
'k
zu bildende Reihe einen Convergenzbereich, und endlich miissen die

Reihen fiir «,, z,, ... z, einen gemeinsamen Convergenzbereich auf-
weisen.

Setzt man nicht fest, dals die Reihen

0)
Bo(ty, tgs .. tm)

kein constantes Glied haben, sondern dals das Werthesystem
©
29 =0, 0...0) (p=1,2 ... 7)
in dem gemeinsamen Convergenzbereiche der Reihen G¥ . liege, so
bleiben die frilheren Betrachtungen unberiihrt, wenn man die Grolsen
xe - .’Ug’)
als die zu bestimmenden Functionen ansieht.
Fiir ein Gleichungssystem der Gestalt

2 =

——9—=2G1,(x,,.. z,) - 3u + .-

+> 6. T+ B0 (a1 )
z=1

(o=1,2...17
gelten dieselben Siitze, denn die Aufnahme einer neuen Gleichung

Ot

mit der Festsetzung, dals z, fiir u, gleich u, sei, erlaubt eine Zuriick-
fihrung der (r 4+ 1) Gleichungen auf die friihere Form, da man die

aa:o=0

Grofsen G),, ohne eine Anderung herbeizufiihren, mit 0y multipli-

ou,
ciren darf.

Sind endlich die Reihen fo'), Quotienten zweier Potenzreihen mit
dem Nenner G@(z,, ...z,), auf dals man wieder das Gleichungs-
system auf Seite 258 erhilt, so werden auch hier die formell geniigen-
den Reihen z, = P,(%,, 4, ... n) einen gemeinsamen Convergenz-
bereich besitzen und analytische Functionen definiren, wenn nur das
Werthesystem

‘EGEQSQ(O, Uy . ) (0=l r)




Uber den Umfang des Begriffes der analytischen Function. 263

dem Convergenzbereiche aller Functionen G'¢,, G{® und G© angehort
und die Stelle

(0)
x(:)=qs(,(0,0...0) (e=1,2,...7

keine Nullstelle von einer oder mehreren der Grofsen G@ ist.*)
Nunmehr ist auch bewiesen, dals die angegebenen Potenzreihen
z, =P, 4y ... talle) (»=1,2 ... n)
des urspriinglichen canonischen Systems partieller Differentialgleichungen
n Elemente von n diesen Gleichungen gentigenden analytischen Functio-
nen der m -+ 1 Variabeln ¢, ¢,, ... ¢, sind, deren simultane Fort-
setzungen jedenfalls wieder die Gleichungen befriedigen. —

Hier schliefsen wir die Untersuchungen iiber den Umfang des
Begriffes der analytischen Function ab, denn an der Behandlung der
algebraischen Gleichungen und algebraischen Differentialgleichungen
ist klar geworden, wie man das urspriinglich gestellte Problem, die
durch irgend einen arithmetischen Zusammenhang definirten Grifsen
als analytische Functionen zu kennzeichnen, anzufassen hat.

*) Diese letzte Bedingung ist eigentlich zu beschriinkend, indem ja die Reihen
) 10 g; ; : Gﬁ?t G'(ﬁ))
G uwnd G ’f” dieselbe Nullstelle haben und die Quotienten G(éj und G© trotz-
dem durch Potenzreiben darstellbar sein kionnen.
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Ableitung der elementaren transcendenten Functionen einer Variabeln.

§ 45. Die Exponentialfunction.

Indem wir uns zu der zweiten der zu Beginn des vorigen Capitels
definirten Aufgaben wenden, nimlich zu der Ermittlung analytischer
Functionen (einer unabhiingigen Variabeln) von vorgegebener analy-
(tisch ausdriickbarer Eigenschaft, nehmen wir stets an, dafs ein Ele-
ment der zu suchenden Function y = f(z), d. 1. eine Potenzreihe mit
noch unbestimmten Coefficienten

y=P@x—a)= Pc(x — a)
r=0

die vorausgesetzte Eigenschaft innerhalb seines endlichen, wenn auch
noch so kleinen Convergenzbereiches besitze. Aus der die Eigenschaft
definirenden analytischen Beziehung werden dann jedesmal Schliisse
{iber die Coefficienten ¢, zu ziehen und diese zu bestimmen sein. Wenn
die so gefundene Reihe einen Convergenzbereich besitzt, existirt eine
analytische Function, von der noch gezeigt werden mufs, dafs ihr in
dem ganzen Giltigkeitsbereiche die Eigenschaft zukommt, die das pri-
mitive, Element in seinem Convergenzbereiche aufweist.

Fir die ganzzahligen Potenzen einer Grifse ¢ besteht die in der
Gleichung

a* ah = ahtn

ausgedriickte Eigenschaft. Wir fragen, ob nicht eine analytische
Function existirt, welche die hier entlehnte allgemeine Gleichung

f(2).f(2) = [(2, + 2,)
erfiillt, wo £, und 2, nicht blos ganzzahlige, sondern beliebige Werthe
aus dem Stetigkeitsbereiche der Function sind.
Wenn eine solche Function f(2) existirt, so mufs sie in der Um-
gebung einer Stelle a in eine Potenzeihe

-]

Do (s —ay

r=u
zu entwickeln sein und in deren (als endlich vorausgesetztem) Conver-
genzbereiche besteht die Gleichung:
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kreise von (z), in deren Umgebung keine durch Vermittlung einer
innerhalb des Kreises gelegenen Stelle b, ableitbare Potenzreihe
B (@ |0y, b))
existirt, so konnte iiberhaupt keine Function f(z) gefunden werden.
Beachten wir vorher, dals
f@) = £(0).f(@) also F(0)=1=SP(©0) =0,
und deshalb
f@).f(—a)=1 also f(—a)= L

ist und bilden darauf
f(by 4 (& — bg)) = f(b)-f(xz—by)
oder P(z — b,), so kénnte man nicht mehr weiter schliefsen, dals
f@—b + 0 — b)) =Ff® —b).flz—1)
ist, weil ja b, nicht in dem Convergenzbereiche von P(x|b,) liegen
kaun und eine Reihe

_ fl®—b) _ f(=
PB@lbo, b)) = f(z— b)) = F—35 = 1)

der Annahme nach nicht existirt. Diese formal gebildete Reihe ist
aber zugleich mit B(x) convergent, wenn nur f(b,) von Null ver-
schieden ist. Wir miissen also annehmen, dals es auf der Grenze des
endlichen Convergenzbereiches von () eine Stelle b, gibt, wo f(z)
verschwindet. Dann wire aber wegen

fo)y =G+ =72 ) =0 (@)

die Function f(z) auch mnerhalb ihres Stetigkeitsbereiches Null, und
das widerspricht unserm fritheren Satze. Kolglich ist die Annahme
falsch und es existirt eine Reihe P(z|b,, d,). Wenn wir so fortfahren,
ist die Behauptung erwiesen; die in Frage stehende Function ist durch
eine bestindig convergente Potenzreihe darstellbar.

Wir beweisen diesen Satz nochmals auf eine zweite Art.*)

Die Gleichung
f@ + z) = f(2)) . f (%)
ist fiir diejenigen Werthesysteme x, und xz, giltig, fiir welche
7] < 5, |&ml <3,

wenn der Convergenzradius des Elementes P (z) r genannt wird.
Setzt man nun z, = z,, so gilt

f@2) = f(®).f@) wd f@)={(2) (%

Doch weil der Convergenzbereich des hier rechts stehenden Ausdruckes

") Der erste Beweis ist nicht einwurfsfrei. Man kann an der Existenz der
Gleichung («) zweifeln, da by schon auf der Convergenzgrenze des primitiven
Elementes liagt.
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( )_ .-.ﬂi_ nn—1).. (n—y.l.-])

!
und wir konnen c mcht berechnen. Bezeichnen wir ¢, einfach mit ¢,
so folgt die Reihe

B@) =1+ 5+ T+ L+

die zum mindesten den Convergenzradius I?I oder 1 besitzt, je nach-

dem die willkiirliche Constante ¢ dem absoluten Betrage nach < 1 oder
> 1, denn der Quotient der Coefficienten aufeinanderfolgender Glieder

C'T'*'—' bleibt dem absoluten Betrage nach kleiner als |c| oder 1.

Das auf Grund der Fundamentaleigenschaft abgeleitete primitive
Element convergirt, f(x) existirt und ist als bestindig convergente Reihe
cine eindeutige ganze transcendente Function.

Mit Riicksicht darauf, dafs die Function mit dem Product ¢z un-

geindert bleibt, bezeichnen wir besser ¢z mit 2 und /(—f ) ait g (z).

Nennt man den Werth g (1) e, so gilt fiir ganze Zahlen x = m
die Gleichung

g(m) =¢m, weil gim)=yg (1 F 141 ( m )) — g(l)

ist, nnd wegen dieser Eigenschaft bezeichnet man g(x) passend mit
¢ und es ist .
c=1+ P+ T+

Die Fundamentaleigenschaft der neugeschaffenen sogenaunnten Ez-

ponentialfunction ist jetzt in folgender Weise zu schreiben:
e tn = ¢%, e
und es gilt
d=1, == }l?’

fir jedes positive oder negative ganzzahlige n aber ist
e = (e*)™.

Wenn darnach das Argument z der Exponentialfunction durch Addi-
tion und Subtraction aus den Grofsen z,, ,, ...z, entstanden ist, so
lilst sich ¢* rational durch die den Argumenten z,,,,...2, zugehd-
rigen Functionswerthe darstellen.

Die Ableitung der Exponentialfunction

Z—f ist gleich ¢=.

Der Ableitungsprocefs bringt demnach keine Anderung hervor.

Diese Eigenschaft von g(x)=¢* folgt auch aus der Functional-
gleichung
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Wenn wir die Gleichung G = 0 noch z und y differentiiren, so
entstehen die Gleichungen
G df(z)_l_ G ofz+y) _
orw dz T of@ty) oz
_0G d_f(y)+ 0G 0f(a=+y)_0
ofy) dy T ofx+y) oy
und nach Subtraction folgt wegen der Beziehung:
af(x+y) _ ofz+y)
0y.
26 d.r:@c) 06 df(w) _
of(x) dz ofly) dy
und diese Gleichung ermoglicht es, f(z - y) als algebraische Funec-
giﬂi) und df(y)
dz dy

tion von f(x), f(y) und den ersten Ableitungen dar-
zustellen.

Neben dem Additionstheorem kann man auch eine Gleichung
zwischen

s d
f(x) und _Z_(mﬁ)
ableiten, denn man braucht nur e°* aus
f@)=R(e=) wd YO R(e)
zu eliminiren.

Die wichtigsten unter den rationalen Functionen der Exponential-
function sind im Nachstehenden kurz besprochen.

Es seien die Functionen
1 ; 1 :
fi(@) = 5 (&' + %), fr(x) =5 (= — %)
vorgelegt. — Die halbe Summe oder Differenz der ganzen Functionen

e und —:—". sind gewils wieder gamze Functionen und dargestellt sind
e

sie durch die Reihen:
. 2 i t1]
fi(z) = 1—‘;!_4'% — +(—1)"‘(‘§”‘)‘1 +--
A = o= S O G

Die Fundamentaleigenschaft dieser die Namen cosinus und sinus fiih-
renden Functionen, fiir welche die Bezeichnung

fi(@)=-cosz, f,(x)=sinz
gebraucht wird, leiten wir in der angegebenen Weise ab, d. h. wir
eliminiren die Exponentialfunction aus den Ausdriicken fiir

cos(x 4+ y), cosz, cosy
respective

sin (z 4 y), sinz, siny
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oder aus den den Definitionen entspringenden Gleichungen ab:
e?Tigyi —eriericos(z+y)+1=0
e*f _ezxiQcosz 41 =0

ei —eri2¢cosy+41=0,
beziehungsweise

e2rietyi _exieyi24gin(z+y)—1 =0
e —efi24singy — 1 =10
ei —evi 24gmy—1 = 0.
Bemerkt man aber, dafs
e* = cosx 4 isinx, e % =coszx—isinx
ist, so wird

cos (z 4 9y) = %(e(z-i-v)-' + e+ = cosx cosy — sin zsin y

sin (z 4 ) = ?1,- (e=t+yi— e~ (=+91) = sinx cos y -} cos z sin y

und die Gleichungen, welche das Additionstheorem enthalten, lauten
cos? (x 4 y) — 2 cos(x + y) cosx cosy + cos’z + cos’y —1 = 0
sin (z + y) — 2s8in? (z 4 y) (sin?z — 28in® z sin? y - sin?y)?

+ (sin’z — sin’y)? = O,
wie sich leicht ergibt, wenn man noch die zwischen sinz und cos z
bestehende Beziehung beriicksichtigt:

cos?z 4 sin?zx = 1.

Driickt man cos(z+y) auf die oben angegebene Weise als algebraische

dcoszx dgil_nz

Function von cos z, cos y, aus, so folgt wegen der

. Tdz ' dx
Beziehung:
(cos (z+}y) cos y-— cos x) '—Jl—Zo:x -—(cos (z + y) cos x — cos y) d f;";..'/ 0
’ cosxdcosm_cosydcosy
dzx dy
cos(z +y) = op y 3008 dcosy

e cosx dy
Weil ferner
d cos x
SoRE
ist, erhalten die Additionstheoreme auch die Gestalt:

cos (7 - y) = cosx cosy —d:%” d;‘;;.'l

= —sinz, e = C08Z

dsiny . dsinz

dy TS0y g5
und cos (z -} y), sin (z 4 y) erscheinen als rationale Functionen von
cos z, cos y respective sin z, sin y und den ersten Ableitungen dieser
Functionen,

sin (z + y) = sinz
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Die Reihen fiir cos £ und sin z lassen auch die Relationen
cos (—z)=coszx und sin(—z)= —sinz
erkennen, und darum bestehen die Gleichungen:
cos (r — y) = cosz cosy -} sinzsiny
sin (r — y) == sinz cosy — cosz siny
und hierauf

cos(z+9y)+cos(zx —y) = 2coszcosy

cs(x+y)—cos(x —y) = —2sinzrsiny = —2 deosz dcosy

dz dy
sin(x 4+ y)4sin(x—y) = 2sinzrcosy = 2sinx%‘§i’
sin(z4y)—sin(z—y) = 2coszsinyg = 2 d‘;i:xsiny.
Fithrt man hier die Zeichen ein:
T4y =u, T—y=uv,
so erhilt man die Formeln:
cosu -4 cosy = 2cos'ig'-—v cos“;”
cosu — cosy = —2sin 'L;H—’ cos“—?g
sin % 4 siny = 2sin %3 cos 3‘-2——”
sinu — siny = 2cos“'2|_” sin“;"-
Aus der Gleichung zwischen cos  und der Ableitung dfl‘:z bestehen-

den Gleichung cos?z + sin? 2z = 1 folgt eine wichtige Eigenschaft
der Exponentialfunction: Der absolute Betrag von e*, wo z = £ 4 iy
und § und % reell sei, ist gleich ef.

Da niimlich

e = ef i = ¢f(cos ) + ¢ sin )
und o] = lef efn] = |eF]
ist und ef fiir positive oder negative Werthe von § positiv bleibt, in-
dem ¢ = :lE_ zu setzen ist, wird in der That |e*| = ef.

Lifst man £ von Null an zunehmen, so wichst ¢ von 1 bis co
und erhilt dabei jeden in diesem Intervall liegenden Werth nur ein-
mal, weil jedes Glied der Potenzreihe fiir ef fiir verschiedene Argu-
meniswerthe §, und §, verschiedene Werthe annimmt, und mit &, <§,

o<
Durchliuft ¢ die Werthe von O bis —oco, so nimmt ¢€ von 1 an ab
und wird fir unendlich grofse Werthe unendlich klein.

Wenn somit e fiir reelle Werthe £ jeden positiven reellen Werth
nur einmal annimmt, hat umgekehrt die Gleichung
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eine Periode. Lassen sich alle Perioden einer Function I"(z) durch
Addition und Subtraction aus » Grifsen
2w, 2a@,,...20,
zusammensetzen, zwischen denen keine ganzzahlige homogene lineare
Relation besteht, so heifst die Function rfach periodisch.
Wenn darnach die Exponentialfunction einen Werth a zweimal
annimmt, so ist sie mindestens einfach periodisch, und weil fiir jede

Periode 2nw
f@no)=1 oder e*® =1

ist, findet man die Perioden durch Auflésung der Gleichung
e2—1=0,

und zwar ist jede Wurzel z = & eine Periode, denn wenn eé — 1 ist,

besteht die Gleichung

(48 =f@)[fE = f(2)-
Hat die Exponentialfunction die Perioden 2nw®, dann besitzen die
Functionen

Co8 % = % (e**4-e—%) und sinz = ?1'.—(0"' — e~ %)
offenbar die Perioden 2—?9, d. h. es bestehen die Gleichungen
. 2 .
cos (w -+ 2—:'»-“3 = cosz, sin (a: + -::'f = sin z,

und weil cos (0) =1, sin 0 = 0 ist, wird

2nom 20
cos-— =1, sin-—5— =0
] %
und wegen der Beziehungen
20 '] .
cos » = cos? T —sin? > = 1
L3 % 1
(] . (o]
cos? — 4 sin? -~ = 1

ist ferner
sing- =0, sin@n4 1) =0
cos»":-=i1, cos(2n 4 l)%=i—],

doch ist liber das Zeichen augenblicklich noch nicht zu entscheiden.
Jedenfalls ist aber fiir jedes ganzzahlige n

cos(x;{— n%'-) — cos (z — n—f’) =0
sin (x + n :’-) — sin (a: — n—?) =0
und die halben Perioden n% sind diejenigen Werthe «, welche —

wenn f(z) fir cos z oder sin x gesetzt wird — die Gleichung
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Sie besitzt also den Werth
1.3 1 2n—1 1
1+23+245+ + 2n 2n+1+"'

und dieser ist endlich, denn die G]xeder dneser Reihe sind kleiner als
die entsprechenden der Reihe

1.8...2n—1 1
1+ + 24 2nf-2?

.20

welche den endlichen Werth 2 hat, weil
1 —————a
I—(go+g S+t + o )=v1i—y

auch fiir y = 1 convergent ist.
Nun erhélt man einen Werth z,, wenn man in dem Ausdrucke
fir x 8= —1 setzt, und zwar folgt

7 = 20144 ;:;_{_...).’-

Wir bezeichnen diesen positiven reellen Werth mit », dann wird
coS = —1, sin x = 0,
cos (T 4 ) = cos 27w = 1, sin2zx = 0,
cos2nzx 1, sin2nx = O,
cos(2n 4+ 1) = —1, sin(2n+ 1) =0

und wegen

cos(%—[— %) = —1 = cos? 3~ — sin %

—_ 2 ®_ in2 %
1 cos 3 + sin?—

cosz =0, sin—’_:— = 4 L

Hier ist das positive Zeichen zu wahlen, weil

. x L b a* z°

sinz = $(1—g9)+ H -3+ G0 —gw) +-
offenbar so lange positiv bleibt, als z solche reelle Werthe annimmt,
fir die 22 < 6 ist, aber —;— kleiner ist als 2. Es bestehen deshalb die
Beziehungen
sin—’;—— =.1, sin —;— + n)x = (—1)",

%= 0, cos(%+n)n =0

und
(— -+ n)n: — 1) = cosnmw = (— 1)»,
( -|-n)n:-— —) = sinnx =0).

QIH

[x]

[=]

@
A/‘\
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ist, aus einem ersten z, hervor, wenn man ganzzahlige Vielfache von
2@ = 2xi beliebig addirt oder subtrahirt. Es ist

eRX3nni — enpkiani — % (cos 2nw | sin 2nw) = = = q
und man hat nur zu untersuchen, ob stets ein erster Werth z, existirt,
fiir den

o =a

wird, oder ob die Exponentialfunction (aufser Null) jeden Werth a
annehmen kann.

Man setze

a=a+t+iff, z, =& + i,
le| = e = |a]
und diese Gleichung hat eine und nur eine Lésung §,. Es ist noch
M, 80 zu bestimmen, dals

dann ist

&% = ¢os 7, - ¢ 8in 5, = -, —_-_.—

wird. Ist @ von Null verschieden und complex, so wird'%l <1 und

dann gibt es nur einen positiven reellen Werth %, zwischen O uud =,
fiir den

€08 7y = 157
In der That: gibe es zwei Werthe #{!) und n®, so miifste wegen der
Relation

SR (SN RN B
cos i) — cos 4V — — 2 sin 19 :!‘"“-— sin 12 5 M — 0

der Sinus einer von Null verschiedenen Grofse, die kleiner ist als =,
verschwinden, was nicht angeht. Es gibt somit bochstens einen inner-

halb der genannten Grenzen liegenden Werth, fiir den cos %, = TaT
ist; aber ein solcher Werth existirt gewils, weil der Cosinus der reellen
Variabeln eine iiberall stetige Function ist.

Fiir diesen Werth %, wird

sin? g, = 1 — cos? 5, = l—l : " = ?'—fl-z_ﬂ’—
und
sin i N = i sin 7, = i’;’lg—? ,

wo das positive oder negative Zeichen zu wihlen ist, je nachdem g
positiv oder negativ ist. Wenn f positiv ist, geniigt daher der Gleichung
ot ot

Vor+
eine positive, und wenn B negativ ist, eine negative reelle Grofse 7,,
deren absoluter Betrag kleiner ist als w. Ist § = 0, so setze man je
nach einem positiven oder negativen a 5 gleich 0 oder z, und im
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e+ = —1, do+d)h =1

2V 4z = 2k 4+ V)=, y»+yP = 2k,

wo k irgend eine ganze Zahl bezeichnet.

Die inversen Functionen der eindeutigen analytischen Functionen

=y, sinr=y, coST=y

Z = @(y) sind unendlich vieldeutige analytische Functionen, denn zu
einem Werthe der jetzt unabhiingigen Variabeln y gehoren unendlich
viele Werthe von z, die allerdings nur um Vielfache einer constanten
Grofse 27z¢ von einander verschieden sind. Sie geniigen beziehungs-
weise den Differentialgleichungen

d d 3 d T,
=9 p=t+Vi—¢, L =—y1-4¢,

und zwar sind der Reihe nach

und

2=0,y=1; 2=0,y=0; 2=0,y=1

zusammengehorige Werthepaare, und in der Umgebung der Stelle y =0
sind die Wurzeln positiv zu nehmen, weil*y bei den von Null an zu-
nehmenden z-Werthen zuniichst wichst respective abnimmt.

Die Stellen

y=0,00; y=H41,00; y'.=i1’°°

werden fiir die neuen Functionen singuliire Stellen sein, denn in deren
Umgebung lifst sich z gewils nicht als Potenzreihe von y darstellen.

Die Umkehrungsfunction von c8s z hat — wie wir sahen — in
der Umgebung der Stelle y = 0 die Entwicklung:

_ x y1.3...02n—1) y**t+!
r=0ly) =5 — [3/+2 $4...2n 2n+i]'

Fiir die Umkehrungsfunction des Sinus folgt mit Riicksicht auf die
andere Anfangsbedingung:

11.3...@2n—1) y?*+!
z =9y = .'/+2‘ 2.4.(..”2n ) g:a+l

. n=1

und deshalb stehen die Functionen ¢(y) und %(y) in dem Convergenz-
bereiche der definirenden Elemente und somit in ihrem gemeinsamen
Stetigkeitsbereiche in der Beziehung

o) +v@) = 5

die entsprechenden Relationen zwischen dem Sinus und Cosinus lauten
dann

. T
CoOsS X = sm(? - .’L’)

. k4
SIN X = 008(-2— — x)' e
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Es soll auch das in der Umgebung der Stelle y = 1 giltige Element
der Umkehrungsfunction von e* ==y angegeben werden.
Weil die Ableitungen

dz _ 1 dltx 1 d""_’_( 1y 1(”—1)'
dy~ y’ d¢¢= T ¢ dy”
an der Stelle (y = 1, z = 0) die Werthe
1, —1, 1.2, —1.23,... (—D)—1.1.2...(v—1)

annehmen, wird

» (y — 1) mj — 1)
2= 25) =2 (=177 (v — ) AT = D1yt W

r=1
Unter den rationalen Functionen der Exponentialfunction e mit
i
den Perioden 2nxi oder der Function ¢® - mit der Fundamentalperiode
2w fihren wir zunidchst noch die folgende an:
_ 1 -1 sing
y i B cosz’

die den Namen Tangente von z fithrt.
Man kann diese Function tgz in der durch die Beziehung |z| < ;
definirten Umgebung der Stelle £ = O in eine Potenzreihe

B (z) =Ea, tid
r=0

entwickeln, weil cos z erst fiir £ = % und —1;-— verschwindet. Durch
die Methode der unbestimmten Coefficienten findet man aus der Glei-

chung @
1y
,2(2»+1)!”’"+1 o

— l)l‘xs == P Ay X7,
(2p)!
#=0
dals alle Coefficienten a” mit geradem Index v verschwinden und die

mit ungeradem Index der Recursionsformel gentigen:

(= Ban_1 n -3 —
Uratt = Go N ; 21 +-4 -+ (=) l(zn)z

welche nach der Substitution

e
v
a —
v »!

in die folgende iibergeht:

Cent1— (2”;_ 1) 02u—l+ (2”1- 1) Cg g8 —"* .._l_(_ l)n (2";;*“ 1) ¢
= (-— l)ﬂ .
Weil a, und ¢, gleich Eins ist, wird ¢; = 2, ¢; = 16 usw.
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Jede Fortsetzung des primitiven Elementes besitzt ein oder zwei
auf einander folgende Nullstellen von cos z als singulire Stellen.

Weil an der einfachen Nullstelle (l,— -+ n):rt von cos z sin z nicht

verschwindet, hat tg 2 daselbst eine Darstellung in der Form

(,, —(3klg )“ag(x — Intly)

d. h. die Nullstellen von cos z sind fiir die Function tg z aufserwesent-
lich singulére Stellen der ersten Ordnung.

Das Additionstheorem nimmt die in den folgenden Formeln ent-
haltene Gestalt an:
sin(z+y) _ — gzt ey
wonaty — BETN =T gatgy
tgx—tgy
=9 =i gatgy

¢ 1 2x)
tg (.’l: + .'/) - tg (z — y) = _);gi_l'(;g;: :g:; :

Doch weil
dtgz _ cos’x4eintx w2 o 1
Gz = ez — 1T =G5
ist, gilt die Beziehung:
at digz
2tgy

dz

tg(z+y —tg(z—y = i—tgtzigly
Fir die halben Perioden « ist wiederum

tg(z+ o) —tg(@—a) =0,
daher sind o« diejenigen Werthe von y, fiir welche tg y verschwindet,
also wird « gleich 2nx.

Ahnliche Betrachtungen gelten fiir den Quotienten
cosx 1
sin tg z’
der als die Colangente von z bezeichnet wird. Diese neue Function
y == cotg z geniigt der Differentialgleichung
o) = — g
und z = % , y =0 sind zusammengehorige Werthe.

Das Reciproke des Cosinus und Sinus heifst die Secante und Co-
secante :

1 1

o= 8eC &, . - == COSeC .

cos T 810 2

Diese Functionen stehen mit der Tangente und Cotangente in der ein-
fachen Beziehung

1 1
wost .= 1+ cotg®x = cosec’x

— 2y o— 2 . o
1+ tg? = sectz; -
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und geniigen den Differentialgleichungeu

d s 1. d S——=
D=yry—1; = —yyyp—1

und zwar sind bei positiv gewiihlten Wurzeln z=0, y =1 respective

&= %, y = 1 zusammengehorige Werthe,

§ 47. Logarithmus,

Wir wenden uns zur Losung einer zweiten Functionalgleichung:

f@+f@y) =ry).
Die zu suchende analytische Function mufs, wenu sie tiberhaupt ex-
istirt, in der Umgebung einer Stelle 2, durch eine convergente Po-
tenzreihe

f@ = > ae— )y
yr=0
darstellbar sein; doch weil in deren Convergenzbereiche

fo + @ — z) = F(m(14+55%)) = ra) + /(1 4+77%)

gilt, und

f (1 + ?"—ﬁ) + (@) = ay + a2, f—:nfg) + a,xy? Q‘;:—x")’"l" s

Ty
- . ., L — .
ist, so folgt, wenn wir an Stelle a,27 ¢, und fiir “ Z® 2 schreiben,

z°
auch eine Entwicklung
FQ4+2)+f(@) =c+eaxtezt+----
Da zufolge der Fundamentalgleichung die Beziehung
f(@) + (1) = f(2)
besteht und daher f(1)=0 sein mufs, ergibt sich aus der letzten Ent-
wicklung fir den Werth x = 0 f(2,) = c,, und man erhilt die Dar-
stellungen:

f(l + x) =Zc.z' und f(x) =Zc,(a: — 1y,

Schreibt man die Functionalgleichung in der Form:

fA+z+9) =f0+2)+f1+5;)
so mufs endlich . . .
2 %=+ 9y ='21"v~“' + 2047
r= yr= r=1
sein, und wenn wir hier die gleichnamigen Glieder gleich setzen, er-
hilt man die Werthe der noch unbestimmten Coefficienten c,.

Zuniichst sind die von y freien Terme beiderseits gleich und der
Coefficient von y» ist links
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ot eon (T oo ("F2) o 4o =S (V1) o

und rechts:
Cy f(v -|-1) v(v4-1) (»+2)

tar oder c,(l—v +—-——2— ies s+ - )
Diese Entwicklung wird leicht aus derjenigen fiir TT-_ durch den
Schlufs von » auf (v + 1) bewiesen.

Da
(— 1),.*(9+1)(v+‘2)---(v+u—l) — =N (=v=) | (mv—et))
1.23...p 1 2 w

ist, kann man diesen Ausdruck als den gu'* Binomialcoefficienten
der (—v)'*» Potenz einfiihren und mit ( ) bezeichuen. Dann ist

(1+z)’ - 2(

Der Vergleich der gefundenen Coefficienten von y” fiihrt auf die Re-

lation
(1) =0 (3)

Cotu (’+“)(’T:—'1‘2 (v+l)=C,(—l)“’(’+li:é:(:;*-p—l),

aus der die Beziehung folgt:

O = G(— 1P s (v=1,2,...).
Es ist daher fiir » =1

oder

(=1¥
Cutr = € “+1 ’

und wenn man hierin fir g » — 1 oder u+ v —1 setzt, ergeben
sich die Formeln:
(=t
vte
welche die voranstehende Gleichung identisch erfiillen.

(_ l)v—l

Cy = Cl v

y Crpu = 4

Ersetzt man noch ¢, durch %, so erhilt die Potenzreihe fiir f(x)
in der Umgebung der Stelle z = 0 die Gestalt

— 1) —1)3
f@) = +{@-n - el
und in der Umgebung der Stelle z, besteht die Darstel]ung-

f@) = fa) + (1 +222) = fla) + 5 S (1! (x_;.;g)",

w
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willkiirlichen Constanten ¢ gibt, die unserer Functionalgleichung ge-
niigt. Sie besitzt im Endlichen nur die einzige singulire Stelle =0,
wie der Convergenzbereich jeder Fortsetzung des primitiveu Elementes
ersehen léfst.

Um die Beschaffenheit der Function f(z) an der Stelle Null zu
untersuchen, kann man die Reihe P(z 1) fortsetzen und nachsehen,
ob jede Fortsetzung

P (1,7, Zyy ... 2a, 1)
mit der ersten Reihe identisch ist. Man wiihle hierzu continuirliche
Wege, welche die singuliire Stelle nicht umgeben, und andere, welche
sie umgeben. Gelangt man auf solche Weise zu verschiedenen Wer-
then, so ist die durch das primitive Element definirte monogene ana-
lytische Function vieldeutig. Diese Art der Untersuchung lielse aber
an Umstiindlichkeit nichts zu wiinschen iibrig.

Erinnern wir uns, dafs die eindeutige Function an einer singu-
liren Stelle ¢ nicht die Bedingung

(z —e)Fa) =0
r=c¢
erfilllen konnte, lifst sich aber beweisen, dals hier
(x f (a:)) 0= 0
wird, so mufs die neue Function vieldeutig sein.

Setzt man der Einfachheit halber die willkiirliche Constante ¢c=1,

und bemerkt, dafls der reelle Theil von

9@) = f(a) = > Sz —1p

u=l1
bei abnehmenden Werthen |2| wiichst, so werden den abnehmenden
positiven reellen Grofsen

’

Tiy Tageoo?
wachsende Functionalwerthe zugehoren:
p(r) <o) <--- <o)

Schlie(st man 7’ in beliebig kleine Grenzen ;l"- und ein und

stellt die Ungleichung auf:
~ () = —nf(F)=—n1(1— ) =n(y +, g tamt-)<nm
wonach
_.,1.f(_1.) <P =" - .
o ® A+ a4 (N+(D)++ (D)
ist und die Grolsen

2u! 3 f(;,,) und 2‘—" /(_2"1_5)
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lehren, dals nur ¢, von Null verschieden sein kann, haben wir bereits
die allgemeinste Function der verlangten Art in f(z) =az angegeben.

Fir die der ersten Functionalgleichung geniigende Function er-
geben sich zundchst die folgenden Eigenschaften:

1@-f(3)=f=1,  1G)= 7
@y 2y ... 28) = f(2,).f(23) ...[(Zn),

! [ J— " - 1_ = f _l pr— ) — —n
(far =f@,  om = () =1 = (fe),
wo n ganzzahlig ist.

Setzt man

o

flx) = 2“9(“’ — x,)"

r=0

und bildet
(@) = f(zy + (& — ) = f(2). (1 +xi§u)

_ 1) San(zZ),

r=9

so wird fiir z =z, @,=1, und wenn man wie friiher a,2?=c¢, und

fir x;—a‘? x setzt, wird
(]

fA+z)=1 +2c,x' und f(z) =1 —|—§7¢,(x — 1).

r=1 r=1

Weil endlich

fl+a+9 =fa+a)./(0+2)
ist, besteht die Beziehung:

1+ c-(x+yr=(1+2c,z-) (1+2 <1+x>')

r=1

und hierin ist der Coefficient von y” linkerseits

@® ) +

Stena("F )
=0

rechterseits hingegen *

e (1 +§,’c,xv>-(1+ (‘,”)x+(_2”) - )

r=1

oder bis auf den Kactor c,
v 1
1 +(c, ——%)x-}— (c2 —¢ i+ 4 ¥ + ))x7
. +(0F_c'u_l;+c”_2v(:’;';'l)__..-+(_])‘l7(‘l'-_|111) (Q’—'—[L—]))ﬂl_'_

Darnach wird
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Crt (” T 1) = a0 —32)

Cyt2 (v g_ 2) = cv(c2 — ¢ 'l' + v(il'-i-l))

cv+;4( +F’) _C.(Cp—cn—l +c‘“_21'(1'+1) e (1 v(v-[-]) (’:H‘—-l)

Schreibt man wieder anstatt ¢, ¢, so geben diese Bezxehungen fiir
v =1 der Reihe nach die Formeln:

R clc—1) __cle—1(c—2
Q= 0 BT iy T
_ele—N(e—2...(c-pn+1)
O =~ 1.2.8...p

Diese Ausdriicke, welche wieder aus ¢ so zusammengesetzt sind wie
die Binomialcoefficienten, auf dals wir

o= ()

setzen konnen, erfiillen die fritheren Gleichungen mit einem beliebigen
Werthe v identisch, d. h. die Coefficienten sind bereits allen Forde-
rungen gemifs bestimmt. —

Das verlangte Functionenelement lautet nunmehr:

fa —143(3)@—1r
fa+a) =3()e

r=90

und in der Umgebung einer Stelle z, besitzt f(x) die Darstellung

flo = i 31(5) 22

wo nun( ) fir 1 gesetat ist.

Weil f(1 4 z) fiir ganze positive und negative und auch fiir ge-
brochene Zahlengré(sen ¢ gerade mit (1-z)° iibereinstimmt, bezeich-
net man die hier definirte Function allgemein mit

fl42)=Q1+2r wd f@z)=
und nennt sie die allgemeine Potenz. In diesem Zeichen lautet die
Functionalgleichung

und es ist auch:

= (zy)°
Zur niheren Untersuchung der allgemeinen Potenz bringen wir die-
selbe mit dem Logarithmus in nahe Verbindung.
Indem man die Gleichung

(@) .f(y) =f(z.y)
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logarithmirt, d. h,
log (f(2).f(y)) = log f(z) + log f(y) = log f(zy)

bildet, — was functionentheoretisch keiner Erliuterung mehr bedarf,
da man in einer convergenten Potenzreihe die unabhéngige Variable
durch eine Potenzreihe in einer neuen Variabeln ersetzen darf, — so
erscheint log f(z) als eine Function, welche der Fundamentaleigen-
schaft des Logarithmus theilbaftig ist. Man kann deshalb

log f(z) == @(2) = clogz
f(@) = e1o8=

setzen, wo unter log z zundéchst der Hauptwerth des Logarithmus von
« zu verstehen ist. Die Function f(x) geniigt der Differentialgleichung

df(:c) " f (z)’

wobei z =1 und f(z) = 1 zusammengehonge Werthe sind. Diese
Differentialgleichung kann man durch die beiden nachstehenden er-
setzen :

und

dz dy
dat =z und at cy
und dann hat man =0 z =1, y =1 zuzuordnen.
Fiir ganzzahlige Werthe von ¢ gilt

f(x) = emlogz — (elogz)m = gm
d. h. f(z) wird eine ganze rationale und eindeutige Function. Gibt
man log z irgend einen seiner Werthe
Log z 4+ 2n=x1,
80 bleibt em1°86% jmmer ungedndert, weil *»*7i=1 ist.
In dem allgemeinen Falle schreiben wir f(z) auch als eine Potenz
(@) =

deren Ableitung

(]
% = o

ist, und verstehen unter z° umgekehrt diejenige Function, welche in
der Umgebung der Stelle z, die Darstellung zuldlst:

z* =;o‘ e {Z’(— Vi zo)"}.

Ordnet man diese Reihe nach Potenzen von (z — z,), so findet man
wieder die frithere Potenzreihe

o (0) (52)

mn=0







294 Fiinftes Capitel.

n-1 n 0
Exy, &3y .. 8x , =1t =1

verschieden ausfallen und die n'*® Potenzen dieser Grofsen offenbar
den Werth Eins annehmen. Wire nimlich

Y47 ¥a
Ex = &,

und hierin v, und v, 4 v, kleiver als %, so miifste & = 1 sein, und
das ist nach den iiber # und v, gemachten Festsetzungen unmbglich.
Man nennt eine solche Wurzel ¢, eine primitive n* Einheitswurzel.
Ist endlich in der Potenz 2° ¢ eine irrationale oder complexe Zah-
lengrdfse, so wird die Potenz unendlich vieldeutig, denn den zwei zu
einem Werthe von « gehiorigen Werthen des Logarithmus von x:
logz 4 2m=ni und logz 4 2n=n:
entsprechen verschiedene Werthe
ec(logz+2mm'), ec(logz+‘.’nm‘),
indem in
e?c(m—u)ni
c(m—mn) keine reelle ganze Zahl sein kann.
Ist ¢ eine beliebige Grofse, deren absoluter Betrag grofser wird
als irgend eine vorgegebene Grofse, und bildet man
o B e ()
x \¢ clog {14 =1 M ¢
(+5)=e ) e

£ (- s
,_Z‘iﬂ_._
=e H=2 “ c"_l,

so ist in dem Giltigkeitsbereiche dieser Identitiit der absolute Betrag

der Summe
, 57(:1_)" (:’0_)” ¢
u c
n=3

fii' unendlich grofse ¢ kleiner als jede beliebig kleine vorgegebene
Grofse und daher kann man setzen:

x (4

Cl=wm
Wenn wir bei jedem Werthe von m '

emloga= (elogu)m = qm
setzen konnen, wollen wir auch die Exponentialfunction ec® auf die
Form einer Potenz a* bringen. Indem wir ¢ = log a setzen, wird
eloga.z — gz

und die diese Function definirende Reihe lautet:

]+xl(1>ga+ (a’]:ga_)'_'_..-
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Fiir arctg y mufs sich deshalb in der Umgebung der Stelle y =00
eine Entwicklung angeben lassen, die nur positive ganze Potenzen von

(Tll‘) enthilt. Das ist wirklich der Fall, denn wenn man

s i
wetgy = yilog| ) = T4yl
il —

setzt, wo ’; der dem (— 1)t Zweige angehdrige Werth von —; log (—1)

ist, so fithrt die Anwendung der fritheren Formel fiir log(;#:) zu der
Darstellung:

x 1 11 1 1
arctg y = T_('g - ?‘+'y—5 = )
Zieht man nun die Umkehrungsfunction von
— b o
y = cotgz zc‘.’n‘z_l’

die Arcuscotangente von y, in Betracht, so findet man mit Hilfe der
Gleichung

ez — f_’!____l
ty+1
L jog((4=) = ™ 3 Jog (LY
Bl'CCOtgy = 2% 108 ly+l ) 3 log(l_!_t-y ’

wo % den Hauptwerth von _TI‘— log (— 1) bezeichnet. Jetzt folgt die
Beziehung
arctg y | arccotgy = % ,

deren entsprechende fiir die Umkehrungsfunctionen des Sinus und Co-
sinus schon oben abgeleitet wurde.
Wegen dieser Relationen, denen die Gleichungen

8in & = cos(%—z), CO8B X = sin(g- — a:)

tgr = cotg(% — a:), cotg x = tg(’_: — a:)

zugehdren, haben wir nur néthig die Umkehrungsfunction je einer der
Functionen sin und cos oder tg und cotg zu untersuchen, die unter dem
Namen der trigonometrischen Functionen zusammengefalst werden.

Fiir die Fuanction arctg y sind die Stellen y == 47, — i Verzwei-
gungsstellen, und in dem durch diese Ausnahmsstellen begrenzten Con-
tinuum ist die Function durchaus stetig, nur der einzelne Zweig wird
aulser diesen Stellen lings einer von -}¢ nach -—i fithrenden Linie,
welche nicht zwei oder mehrere Continua vollstiindig begrenzt, unstetig
gein, derart, dafs der Functionalwerth des Zweiges bei Uberschreiten
dieser Linie um die Grifse = wichst oder abnimmt.
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auftretenden n'e® Potenzen der Binome 1 4-itgz in der genannten
Weise darstellen konnen. Weil tg z =1 ist, sobald

. k9

sin & == cos(? — a:) = cos T
wird, so sicht man, dafs z = i-’-;— die der Stelle 2 = 0 nachstlie-

genden Stellen sind, fiir die die in Rede stehende Darstellung zu ex-
istiren aufhort.

Setzt man voraus, dafs » nur eine ganze Zahl sei, so werden
cos nz und sin nz als rationale Functionen von cos z und sin nz aus-
zudriicken sein, und zwar gilt:

n . n .
COS L = COS® T — (2) cos* 2z sin’x 4 (4) cos" 4z sintu— - . -
[—t sin® z
+ " ~
cos Z sin*—!
+ (”_ 1) 08 T x

. n n . n .
sin nx = (1) cos*~ly — (3) cos® 3z sindz 4 (:)) cos*~ Sz sin®x —

[t e

+ sin* z,
je nachdem n =0,2,1, 3 (mod 4) ist.

Ersetzt man cos? 2z durch 1 — sin? z, so erhalten diese Formeln
die Gestalt:

cosnx = cos 2vxy = (1 —sin* z)* — (;) (1 —sin?z)™! sin? x 4
+ (Z)(l —sin?z)-?sintx — ... 4 (—1)sin*z
cosnx = cos(2v+41)z = cos:c[(l— sin?x)” - (g)(l— sin®z)'sin?z 4
n — ain2ry—2andr — ... — 1w n ann—1
+(4) (1 —sin®z)~*sinix + (-1 (n— 1) sin a:]
sin nx = sin 2v2 = cos x[(?) (1 — sin?z*~'sinz —
(" ——gin r\—2s1n? e . — 1\r—? n spyn—1
(3) (1—sin*z)—2sin®z 4 + (—1) (n— l)sm x]
sin na;=sin‘('21'+l)x= (’1') (1—sin®x)¥ sin :v—(g)(l—sin%)" 1sind x4

ceo 4 (—1) sinr 2z,

Entwickelt man die rechten Seiten nach steigenden Potenzen von sin z,
ersetzt aber den Binomialcoefficienten
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n—2x
(y i “) durch ( 2 ) ,
¢ @

so kann man den Coefficienten von (—1)# sin®# z in dem Ausdrucke
fiir cos 2vz auf die folgende Form bringen:

nn—2)...(n—2p+42) [ —l) ("p__i)___ -3.1 + (2;;—1)("#—%) -8 n—1
T 718,20 1 (zy—z)‘zy L (2p—2) e
Ru—1)(2p—3)...5 (m—1)(n—38) (»—l)(n—s)...(n-—2u+l)

T aaleemn T ea T T T ]

und wenn man in der Klammergrofse fir (2u —1) @ und fir (n—1)
b schreibt, erscheint diese in der iibersichtlichen Gestalt:
ala—2).. (a 2u+‘7)+a(a—-2) (a—2p+4) b +a(a—2) (a—2u-46) b(b—2)
2.4...2p .(2p—2) L(2p—4) 2.4
a bb—2)...(b—2p+4) b(b—2)...(b—2u+2)
teot ey Teaweey T sd.ae T

(a4b) (a+b—2)...(a+b—2p+2)
= 2.4, 2 :

Die Anwendung dieser von Cauchy beniitzten Hilfsformel*), die man
leicht bestiitigen kann, fithrt auf die Darstellungen:

—2) n(n—2t) (n?—4%)

ni(n? .
cosnz = cos2vr=1— sm’x+ X e sintx — &1 sin Sz

21
+ (=17 7ot —2Y.. (1”'—(”_0) ) gium 2

. t—17)(nt — 3¢
)sm’z+(l——— ' =39 Gintzy—

”’—:l_’
21! 4!

cosnz=cos(2v+41)z = cosz [1 -

2 __ 1%) (nt — 3¢ (n® —_9
+ (_‘ ]) T (” )(” (”)_-l).ﬂ____(ﬂ_ )) sin"*—1 x]
sinnzr = sin2vz = cosx[; sing — ”(”3 ~®sin 3.7!:-!—”("2 ‘)')("’...-.4 )gindz

(n? — 2%) (n? — 42 n— (n—2)2) .
4 (—1 ) T ?‘ n? — 2%) (n (nll)!( (n ))sm"—‘ x]
sinnr =sin(2v41)z= ': sin x-——”-(%l- +”(".—l!) =39 gins—

sin*z.

c - (— ])!;_1 n(nt—1%) (n* — 32. Lt —(m—2)p)
Setzt man an Stelle des Argumentes x (; — x) ein und be-
merkt, dafs

*) Siehe Algebraische Analysis (deutsche Ausgabe von C. Itzigsohn)
Cap. + § 3.
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cos 211(’.'7 — x) = (—1)* cos 2v x,
< il Y
cos(2v 4 1) (T — x) = (— 1) sin 2v 4 Dz,
sin 2v (—’;— — z) = (— 1)+'sin 2vz,

sin Qv 4+ 1) (% — x) = (— 1) cos (2v + 1)z

ist, so erhilt man noch die Formeln:

(—1)2cosnz = (—1)cos 2vz = 1— _;‘:

_nt(nt—2)(n?—4Y)
‘61

nt(n®
cos’z +—(—4—) cost z —

cosbx - - ..

n—1

(—-1)% cosnz = (—1)cos(2v 4 )z

— 12 2. 12
”2,1 cos%v—[—(” 1)(.1;* 2 costz— ]

= 8in [1 —
s
(— 1) sinnzr=(—1)+'sin2vx

. —92 2_ 92 2 __ 42
=sma:[1cosx—"(” z)cos3x+”(”—23),(” ) os”x—---]
n—1

1 Ter
(= 1) ? sinnzg = (— 1)rsin 2v 4 1)z
= Zcosz —"———("’3_; 1 cogd g 4 21 1'--):@4 ) coss z —

Man sieht also, dals cos 2vz und sin (2v 4 1)z als rationale
Functionen von cos z oder sin z allein darzustellen sind. Das Um-
gekehrte findet nicht statt, vielmehr ergibt sich cos # und sin 2 aus
den Gleichungen als die Wurzel einer Gleichung n'*® Grades, die wir
spiiter angeben werden.

Anhang.

In diesem Capitel sei nur noch einer wichtigen Reihe Erwihnung
gethan, welche cine analytische Function definirt, die alle durch
unsere Functionalgleichungen bestimmten transcendenten Functionen:
die Exponentialfunction, den Logarithmus und die allgemeine Potenz
umfafst. Diese Reihe lautet:

B(z) = 1+ x+¢(a+l)ﬁ(ﬁ+l) o+d(d+l)(u+2)ﬂ(ﬁ+l)(ﬂ+2)x3+

1.2 y(y+1) 123 y@+0)r+?

.= Ea,a:',

»=0

wo die Constanten «, #, p der Bedingung geniigen miissen, dafs die

Gréfsen
y+@@+v4?
af+ («+B)v +?

| a,

v =0,1,2...
|“,+1 (v ’ )
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dem man nun leicht die singulidren Stellen fiir jede particulire Inte-
gralfunction, die von der Zuordnung der Anfangswerthe von z, y, y,
zu ¢{ = 0 abhidngt, entnehmen kann. Man sieht, dafs y als Function
von z iiberall reguliren Verhaltens sein wird, ausgenommen an den
Stellen z = 0, 1, co, wenngleich daselbst fiir besondere Integralfunc-
tionen y auch convergente Potenzreihen:

2 P(z), @—D=BE—1), (2)"8()

existiren konnen, wobei die Grofsen «,, a«,, @; nur specielle Werthe
haben diirfen.*)

*) Es ist hier nicht der Raum, diese wichtige Differentialgleichung zu unter-
suchen, ich verweise deshalb den Leser auf die Originalabhandlungen von:
Gaufs: Disquisitiones generales circa seriem infinitam.
Riemann: Beitrige zur Theorie der durch die Gaufsische Reihe F'(a, g8, 7, )
darstellbaren Functionen (ges. Werke).
Schwarz: Zur Theorie der hypergeometrischen Reibe (Journal fiir reine und
angewandte Mathematik Bd. 75).
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Bevor wir aber die Bestimmung einer ganzen rationalen Function
mit vorgeschriebenen Nullstellen g, a,, ... a, und einem bestimmten
Werthe 4 an einer von den a, verschiedenen Stellen z, in der Form

(x —a)
G‘ (x) — A . 7=”l
(%o — a,)
=1
auf den Fall einer ganzen transcendenten Function ausdehnen, fiir die
unendlich viele Nullstellen vorgegeben sind, miissen wir einige Be-
merkungen iiber unendliche Producte analytischer Functionen f,(z)
vorausschicken.
Angenommen, dafs jede der Functionen f,(z) auf die Form ge-

bracht sei:
14 s (2),

80 wissen wir, dafs

F(z) = H(l + ov())

=1

nur daun an €iner Stelle z, convergirt, wenn auch

2.),’ P,(2,)

r=1
endlich ist. Damit also das Product eine Bedeutung habe, ist noth-
wendig, dafs die Functionen ¢,(z) einen gemeinsamen Convergenz-

hereich besitzen undz @,(z) wenigstens in einem Theile dieses Be-
r=1

reiches convergirt. Wir sind aber nicht im Stande zu zeigen, dafls

das Product eine analytische Function darstellt, wenn wir nicht auch

annehmen, dafs diese Summe2¢p,(x) in einem Bereiche (4) gleich-
r=1

mifsig convergirt. Dann aber convergirt das Product gleichmilsig,

ist daselbst stetig und definirt eine analytische Function; d. h. man

kann dann nach Annahme einer Grofse ¢ eine solche ganze Zahl n

finden, dals der absolute Betrag des Productes

Tire wa [Tre

fiir jedes m’ und ein m > n und jede Stelle des Bereiches (4) von

Eins um weniger abweicht als ¢ anzeigt, und ferner wird F'(z) in ge-

wisser Nihe jeder in dem Bereiche (A) liegenden Stelle ¢ der Bedingung
|F(z) — F(a)| < &

geniigen und endlich durch eine Potenzreihe darstellbar sein.
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zéihlen, wenn die Function nebst ihren ersten # — 1 Ableitungen da-
selbst verschwindet, — denn andernfalls giibe es eine Grenzstelle, in
deren Umgebungen unendlich viele Nullstellen enthalten wiren und
die ganze Function miifste identisch Null sein.

Ebensowenig wird irgend eine eindeutige Function in einem end-
lichen Bereiche, der keine wesentliche singulire Stelle umfa(st, an un-
endlich vielen Stellen denselben Werth A annehmen. Damit leuchtet
ein, dals man die Nullstellen einer ganzen Function G (z)

Ay, gy oov Gy ...
stets den Bedingungen gemifs ordnen kann:
[@Grpa| 2> [ay], lim |ay| = o0.
y=x

Ist nun eine solche Reihe von Stellen gegeben, so fragen wir, ob
es stets eine ganze transcendente Function glbt welche an diesen
Stellen verschwindet.

Diese Frage wird man unbedingt bejahen miissen, aber es wird
sich herausstellen, dafs ‘die ganze transcendente nicht so wie die
ganze rationale Function blos bis auf eine Constante, sondern bis
auf eine im Endlichen nirgends verschwmdende ganze Function be-
stimmt ist.

Wir wollen zuniéichst an einem Beispiel ersehen, um was es sich
bei Construction einer Function mit vorgegebenen Nullstellen iiber-
haupt handelt und zwar an demjenigen, welches Herrn Weierstrafs
den Schliissel zur Losung gegeben zu haben scheint. Die Reihe der
Nullstellen sei

-1, —2, .... —, ...
dann kann das Product .
= x
LI¢+2)
. . . S 1 . . . )
nicht convergent sein, wellz - divergirt. Bildet man aber nach

r=1

Gauss’ Vorgang das Product:

—H(1+ ) T(n, x)
(‘+—)(‘+—) .(l+%_),:(_’}_ﬂr_')’,

(n41)* n
e, By
ey ey G
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und stellt man den einzelnen Factor in der Umgebung der Stelle z =0
durch die Potenzreihe dar:

(4 ) (= 54280 1) _(_setn T,

il

wo |X,| bei hinlinglich grofsen Werthen von » beliebig klein zu
machen ist, so wird

lim ¥ (n, z) =ﬁ(1 +2)(+ --:_)"’,
r=wo =1

und nach der Substitution:

—z —zLog l+
wird
+l
llm (n, z) =H(l + x) s
r=1
Dieses Product convergn't in einem endlichen Bereiche um die Stelle
2z = 0 unbedigt und gleichmiilsig, denn die Summe

kann kleiner gemacht werden als eine beliebig kleine Grofse 4.
Bringt man noch die Summe

> Log 2+t

ry=m

mit den ersten n Gliedern der harmonischen Reike in Vergleich und setzt

D T RN (RN SR
=2
r=1

wo 0, eine positive Grofse kleiner als Eins ist, auf dafs

¢ = lim ¢, =2 zugleich mit 2 -:;
r—1

n—1x

convergirt, so kann man auch bei unendlich grofsem »

—ZLOg =—2 + ¢,

und hierauf =
lim W(n, z) = e“’H(l +—) e "

setzen.
20*
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Dieses Product ist bestindig convergent und definirt eine ganze
Function mit den vorgegebenen Nullstellen — v; sie heifst Factorielle
von z und wird mit F¢(z) bezeichnet.

Die Constante ¢ besitzt den angenéherten Werth:

0,57721 56649 01532 86060 ...

und fiihrt den Namen der Mascheroni’schen Constanten.
An diesem Beispiele bemerken wir, dafs das Product ganzer trans-
cendenter Funectionen

x v
1+ ;) e T,
deren jede nur eine im Endlichen gelegene Nullstelle und im Unend-
lichen eine wesentlich singulire Stelle besitzt, die verlangte ganze
transcendente Function liefert, und damit ist man zu der Vermuthung
gefilhrt, dafs die ganze Function mit unendlich vielen Nullstellen a,
der oben besagten Beschaffenheit als bestindig convergentes unend-
liches Product ganzer transcendenter Functionen darzustellen sei, die
nur je eine der Nullstellen besitzen.*) Diese Functionen

(1 — i) . efv(-")
a, )

wo g,(z) eine ganze Function bezeichnet, heifsen Primfunctionen, weil
sie den Primfactoren der ganzen rationalen Function entsprechen.
Bildet man eine Reihe von Primfunctionen:

E(z,0)=1—z, E(z,1)—=(1—2)-e*, E(z,2) —=(1—2).¢ °*

1 1 1
N s ST
...E@,m)=(1—2).e * °* ™

und stellt mit Hilfe der in dem Einheitskreise giltigen Entwicklung

log (1—2) = —2 —m} + 2nmi
u=1

?

’

und
— 3 _z"
1—z=¢#=t"
E(x, m) fir alle der Bedingung |z| < 1 geniigenden z-Werthe in
der Form

_ < _.t’_‘_ _ o :1m+f_‘
E(z,m)=e="t1" _ A
dar und wihlt fiir die dieser Primfunction entsprechende Function
mit der von Null verschiedenen Nullstelle a,:

*) Siehe Weierstrals, Functionenlehre p. 16 u. s. f.
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# (_)
'}( z, m,) (1 — —)

wo m, eine ganze Zahl bezeichnet, innerhalb des Bereiches, wo

ist, die Darstellung

z \Myt+p
e o\ -3 = (2)
a, ) My ¢ ’

so lifst sich leicht beurtheilen, wenn das unendliche Product

L]z (20 m)

eine ganze transcendente Function mit den u,fachen Nullstellen a,
definirt.

Gibt man z einen Werth, dessen absoluter Betrag kleiner ist als
"Unt1|, 80 ist zuniichst nachzusehen, ob in dem Producte

G I )

der zweite Factor, der innerhalb des Bereiches ‘a—x—l < 1 die Dar-
stellung ~H

Ll
~

2‘ Ry _L”'v'*‘l‘
y=n+4+1 u=1 My +nu (al)

gestattet, unbedmgt und gleichmilfsig convergiren kann. Dazu ist noth-
wendig, dafs die unendliche Summe

my, - u

)
r=n+1 u=1 ,n"*‘i‘

convergirt, und das wird der Fall sein, wenn die Reihe von grofserer

Summe
b e el
vy=n+1 u=1 v=n+11 —
oder wenn gar die Reihe:
x my
gl 2 e @)
y=na-1

endlich ist, wo & den kleinsten der Werthe 1 — | * | v=1,542,...)

und N die grofste der ganzen Zahlen n, bezeichnet.
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Wihlt man deshalb die ganzen Zahlen m, so, dafs die Summe

™y
) | ame 1
r=1 v
bestindig convergirt — und das ist zweifellos moglich, denn die

durch die besondere Festsetzung m, = v — 1 entstehende Summe:

2‘”’7 1 (:c)v—u
r=1 G, a,, I

ist endlich —, so wird das Product

0
l l E"’(~“3 , m,)
r=n+l1 Gy :

fiir alle Stellen des Bereiches

< 1 unbedingt aber auch gleich-

an+l
mifsig convergiren, denn nach Annahme einer beliebig kleinen Grofse
4 kann man ein v = n so angeben, dals jedes Product

HE(ai m) o > n)
in demjenigen Bereiche um die Stelle Null, wo |z| =§ kleiner ist als
ein beliebig grolser Betrag r, von der Einheit um eine Grofse g, ab-
weicht, deren Betrag wieder kleiner ist als d.
Ist némlich |@a41| < 7, s0 wird in dem Bereiche |x| < r
_ o " x \m,, -}
x El my+ 4 (;:) *
Ellv (_'_'A , ”ly) = ¢ * ,
a

v

gobald nur » > » ist, und das Product n E"'(;— , m,) erfilllt dann

die genannte Forderung, indem bei wachsendem n die Summe

S S e
m a
. ) v=n}tl u=1 4 +l‘ 4 l
zugleich mit
- qo .
. 1 "
lim E’ (i) i
n—= o =t a, a, '

unendlich klein d. h. auch kleiner als ¢ wird.
Das unendliche Product lifst sich aber auch durch eine &quiva-
lente bestindig convergente Potenzreihe ersetzen.

Stellt man die innerhalb des Bereiches |z| < |ant1| unbedingt
und gleichmifsig convergente Doppelsumme

® x
S 3 (2
r=n4l u=1 '+‘u ay







312 Sechstes Capitel.

® ®
n

i Bt = Jim 33 3 (3

=® y=nil u=1
gleich Null zu setzen ist, und sagen: Die gegebene Reihe von Stellen
Ay GyyovoGyy. .. '

ist die Reihe von Nullstellen derjenigen ganzen Function, welche durch
Entwicklung des Ausdmckes

e 1..1 u=1 '”v"'l‘( )

in eine Potenzreihe nach z entsteht, oder durch das unendliche Pro-

duet
® 2
TT(-z )2y

e!‘“'

dargestellt wird. Multiplicirt man G(z) noch mit z"%, so geht eine
ganze Function hervor, die aufser den Nullstellen a, noch an der
Stelle Null nymal verschwindet.

Man kann also stets eine ganeze 'Function mit vorgeschriebenen
Nullstellen angeben, aber schon darum, weil die ganzen Zahlen m,
gewissermalsen willkiirlich geblieben sind, ist die Function nicht ein-
deutig bestimmt, und ferner ist das Product einer ersten ganzen Fune-
tion Gy (z) der verlangten Art und einer im Endlichen nicht verschwin-
denden ganzen Function

90(2)
— wo g,(z) selbst eine ganze Function bezeichnet — eine Function
derselben Art.

Aber umgekehrt ist jede ganze Function mit den gegebenen Null-

stellen in der Form
"l’

,,Zi(i)"
G(z) = G(z) @ = eml2 (1———)"c#=1" I
(2) = G(@) o) = on I_"[
darstellbar, denn der Quotient zweier ganzer Functionen mit denselben
n,fachen Nullstellen ist eine im Endlichen nirgends verschwindende
und durchaus endliche, also ganze Function
Gz
'(I_'o(—(ml) = Gi ($))
die stets auf die Form es(® gebracht werden kann.
In der That: bildet man die sogenannte logarithmische Ableitung

von G,(z), d.1i.
dlog G, (x) 1 daG,
dz Gy dz’
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einer Stelle a, verschwindet, so gibt es wiederum eine durch ein Pro-

duct solcher Primfactoren darstellbare ganze Function G, (‘,,IT,) mit
den yorgegebenen Nullstellen.

Nimmt man zuniichst an, dals keine der Nullstellen a, Null oder
unendlich ist, und bildet die Primfunctionen

’"V

a—eyn S LEY
(l-— 4 ) e n=l
x—c¢ ’

E,(z) =
entwickelt sie innerhalb des Bereiches
_I a,—c !
|22 <1
in der Form
2 ”, d,— H
- 2 myp (.’t —wcf)
¢ #=!

und wihlt die ganzen Zahlen m, derart, dals

2 (@ — 0 (.:;_—;)’"'!

fir alle endlichen Werthe von xl—c endlich ist, dann ist das unend-

liche Product
[]z@

r=1
die ganze Function G“(:lc) der verlangten Art.

Soll diese noch die myfache Nullstelle z =0 haben, so tritt der
Factor

]_L_c__)n.,
‘x—c

hinzu, und ist die Stelle oo n,fache Nullstelle, so erscheint auch der
Factor

1 no

. S
1 1 ?
x

c
der fiir ¢ = co durch (%)"" zu ersetzen ist.
Die hier besprochene Erweiterung bietet also gar keine Schwierig-

keiten und man kann unmittelbar jede ganze Function G(Z—l_ —‘),als
Product von Primfunctionen

(1) o)

x—c¢
darstellen, die nur eine Nullstelle @, und eine wesentlich singulire
Stelle ¢ besitzen.
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stehende Function F(z) dort unendlich wird. Das Product von F'(z)

und G, (xic) wird dann eine mit Ausnahme der Stelle ¢ iiberall end-

liche und eindeutige Function G, (x l c) und darum nimmt F(z) selbst
die Gestalt an:

G, 1 ) ﬁEﬂv(zy m,)

Flg)=—-¥Z% = g 75L —
6 (5=2) TIE" @, m)
r=1

d. h. die eindeutige Function mit der wesentlich singuliren Stelle ¢
ist durch den Quotienten zweier ganzer Functionen des Argumentes

7 — ¢ duszudriicken, von denen eine gewifs transcendent ist. Die Func-

tion G, mufls dann transcendent sein, wenn F'(x) unendlich viele
aufserwesentlich singulére Stellen besitzt.

Umgekehrt ist der Quotient zweier ganzer Functionen desselben

Argumentes von denen beide oder blos eine transcendent sei,

x—c’
eine eindeutige Function mit der wesentlich singuldren Stelle ¢, denn
wire sie in der Umgebung von ¢ durch ein Product:

1
@—on PlE—0)
darzustellen, so kdnnte weder G, noch G, transcendent sein,

Man kann aus der Darstellungsform von F'(z) entnehmen, dals
diese Function in unendlich kleiner Umgebung ihrer wesentlich sin-
guliren Stelle ¢ jedem Werthe beliebig nahe kommen kann.

Man bemerke zuniichst, dafs |F'(z)| fiir beliebig kleine Werthe
von |z —c| grofser gemacht werden kann als eine beliebig vorgelegte
Grofse K. Wenn G, eine transcendente Function ist, so liegen in
beliebiger Niéhe von ¢ Nullstellen dieser Function, an denen F'(z)
unendlich grofs wird. Ist aber G, eine ganze rationale Function, so
bringe man den Quotienten auf die Form

o + Gy68"
2
wo auch G{) eine ganze rationale Function, aber niedrigeren Grades

als G, ist und G eine ganze transcendente Function bedeutet. Dann
0]
wird %‘; fir unendlich grofse Werthe des Argumentes &%-_c unendlich

)

klein und |F(z)| in unendlich kleiner Umgebung von ¢ unendlich grofs.

Da endlich die eindeutigen Functionen

1 1
F(x—)- und ————
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x

a,

Setzen wir innerhalb des Bereiches

<1

‘nv , ”v x ' ax \my—1 x m’ ﬂ,
¢.,-a;='—a—,(‘—zj+"'+(,,—,) )+(';,;') i—a
so wird die logarithmische Ableitung von G, auch durch die inner-

# 1< 1 zweifellos convergente unendliche Summe

j ()", (2)

r=1 »

balb des Bereiches

v
rationaler Functionen

definirt sein.
Sind a,,a,, ... unendlich viele Stellen, von denen in einem end-
lichen Bereiche nur eine endliche Anzahl liegt, auf dafs also

|@ug1]| > |@s| und lim |a,| = oo

ist, bezeichnen ferner », endliche ganze Zahlen und m, derartige ganze
Zahlen, dals die Summe

2 1 z \my!

r=1 Z (—a"- ) |

bestindig convergirt, dann kann man fir die voranstehende Summe
(¢) die gleichmiifsige Convergenz in demjenigen Bereiche beweisen,
der durch die Bedingungen charakterisirt wird:

2| <R, |ax41|>B>|aa], |z—ay|>0, (v=1,2,...n),

wo R eine beliebig grofse aber endliche Grofse ist und o, beliebig
klein sind.*) '

Der genannte Bereich wird durch eine Kreisfliche um die Stelle
z=0 gebildet, auf deren Grenze keine der Stellen a, liegt, aus deren
Innerem aber beliebig kleine um die daselbst befindlichen Stellen
(ay, @y, . ..as) sich erstreckende Kreisflichen ausgeschlossen sind.

Wenn nach Annahme einer endlichen Grdofse R ein endliches
v = n gefunden ist, so dafs ’

|aa] < B < {@nt1),

so wird die Summe
n

@) =
a r—a
r=1 4 v
innerhalb unseres Bereiches gewifs gleichmilsig convergiren und von
der Summe

beliebig kleiner Umgebung der Haufungsstelle hat sie unendlich viele Werthe,
unter denen beliebig kleine und beliebig grofse sein kdnnen.

*) Vergl. Cesaro, Giornale di matematiche 1885.



Darstellung der eindeut. analyt. Functionen einer Veriinderlichen. 319

S (_.1:_)"" 7,

r=n-+1 % T

werden wir das auch behaupten konnen, wenn die Summe der abso-
luten Betrige der Summanden endlich ist.

Da aber
|z| < |@ngs, |Gagr — 2| > (@ugy| — 2| > 0
ist, so wird
,ny n, <2 zwl(i)my_’fy__.
= o oo Sl "o =y lm\a) 1)
v

Heilst N wieder die grilste der ganzen Zahlen 7,4, und ist die kleinste

der Grofsen 1 — I—I K, so wird die letzte Summe kleiner als

o (a)

und damit ist die Behnuptung der Voraussetzung zufolge bewiesen.
Es ist auch zu sehen, dals in eben demselben Bereiche gleich-

zeitig die neuen Summen )
2 ( ) (a: —a )k

r=1
gleichzeitig convergiren, wenn k eine ganze Zahl bezeichnet. Denn
nennt man die kleinste der Griofsen g, ¢, so ist an jeder Stelle un-
seres Bereiches

lay —z!'> o
und deshalb
a m, n, 1 | o |my n,
| 2 < g [
@, | |a - rI | ay Ia,—'

womit der Satz einleuchtet.
Lifst sich den von Null verschitdenen Nullstellen a, unserer
ganzen Function G,(z) eine ganze Zahl m 4 1 so zuordnen, dafs

Zw'
r=1

endlich ist, so kann man offenbar allen Zahlen m, den Werth m bei-

legen, denn
1 o mr' m 1
(@) =2l

wird fiir jeden endlichen Werth von z endlich bleiben. Dann con-
vergiren aber auch die Summen

n ”
___r_ d id
” a:"(a'—a,) w 2 '(.'l‘— )

in dem frither genannten Bereiche gleichmiifsig.

1

a,

m+1

m<4-1
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Nehmen wir von vornherein an, dafs keine der den Nullstellen
a, zugeordueten ganzen Zahlen m, eine endliche angebbare Zahl m
ibertrifft, so kommt man leicht zu dem Schlusse, es muls dann

L™ endlich sein. In der That fithrt die mmalige Differentia-

S|

14

tion der Gleichung:

dlog G, dlog(x —a, m,, —
who L IHIETE L (1 e+ (2]
r=1
auf eine Summe:
d™*Hlog G Oy d™H log (x — @) (=™ min,
e ST L SO,

die in der Umgebung der nicht singuliren Stelle z = 0 endlich sein

r=1

soll, aber nicht endlich sein kann, wenn 2; ™ nicht convergirt.

y=11""7

Laguerre nennt eine ganse transcendente Function G,(x) vom

Range m, wenn fiir die Reihe ibrer Nullstellen m die kleinste ganze
Zahl ist, fur die ), | 1[™"

1 4

endlich ist, Darnach sind die Functionen

Fe(z), sinmz, cos zmz
ganze Functionen ersten Ranges. Die Reihe der Nullstellen von
sin zz und cos wx sind

0, +1, +2,... hezichungsweise —--

und weil die Reihe

R a0
1 1
'_El o und umsomehr ’_El @y Iy

convergirt, kann man diese Functionen in der Form darstellen:

+ o x
(1 __ % 5 Jg@
xll (l v).e . e

r=—wm

s, e,

N -
»1.0

i v(z)

eﬂﬁ

Doch miissen hier die iiu[:eeren Factoren e9@, er@® noch passend be-
stimmt werden, damit die Producte gerade sin zz und cos #z und
nicht blos Functionen mit denselben Nullstellen definiren.

Zur Bestimmung dieses Factors dienen folgende allgemeine Be-
trachtungen.

Ist 0, a,, @,,... die Reihe der Nullstellen einer ganzen Function
des mt Ranges und li(st man z unendlich zunehmen, ohne dabei
den Bereich der gleichmifsigen Convergenz der Summe
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Durch ganz dhnliche Betrachtungen lifst sich zeigen, dafs die

Summen
2 +
m (-‘D a )k !

mit wachsendem z nach Null, aber
v ar'n (x_ av)k

nach Unendlich convergiren, und dann kann man sich fiberzeugen, dafs

gleichzeitig mit z—m ‘“38-% auch die Quotienten
I C)
"GP (@)

nach Null convergiren, wo G{“(z) die u'* Ableitung von G,(z) be-
zeichnet. Nun ist jede Ableitung einer ganzen Function wieder eine
solche, und wenn man daher zeigen kann, dals eine an die Eigen-

schaften '
lim ( G'(z) )=0, lim (- ...fl("”.) ._)—_-
z=wo z™ G (x) z== \ 2" G (1)
gekniipfte ganze Function vom m*® Range sein mufs, hat man auch
gezeigt, dafs jede Ableitung einer ganzen Function des m'» Ranges
von demselben Range m ist.

Man sieht aber leicht, dals der Rang m’ einer ganzen Function
G(xz), welche die genannten Eigenschaften besitzt und deren zugeord-
nete Zahlen m, hochstens den Werth m erhalten, nicht grofser ods:
kleiner sein kann als m, weil im ersten Falle

0

xm'—m E __”’—
) (€ —a,)

y=1%
nicht nach Null convergiren und in dem zweiten Falle die zweite der
oben genannten Bedingungen verletzt werden wiirde.

Da die Zahlen m, aber auch nicht in’s Unendliche zunehmen
konnen, wie z. B. im allgemeinen Falle, wo wir m, =v — 1 setzten,
ist wirklich G(x) vom m'» Range. In dem #ulseren Factor kann G(z)
natiirlich den Grad m nicht iibersteigen.

Sollten wir nunmehr bemerken, dafs

1 dlo z __ (@
881“7’ -~ cotg?rx==g )+w’+§' q(z—t')

x dzr

fir £ = oo nach Null convergirt, so mufs der #ufsere Factor in dem
Producte fiir sin z2 die Form

enx+o
besitzen. Nun ist
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in ’ﬂzi_*_ 1

n
7 O T = -

und wenn wir hier x = § 4 % nach Unendlich convergiren lassen,
ohne die auf der reellen Axe liegenden Nullstellen von sin zz zu
iiberschreiten, also z. B. dadurch, dafs wir nur % nach 4 oo gehen
lassen, so wird

cotg w(E + ¢n) nach 4 ¢ und % cotg #z nach Null
convergiren. — Wir setzen deshalb
weotg nx = a + - +2’vu§ ”)
und weil
—x cot«rua:==a—— - — 2 v(a:;_ m

ist, folgt, dals @ = O ist. Verglexcht man schliefslich die Entwick-

lungen von
sinzz und ez II' (l — :’) e’
24

in der Umgebung der Stelle z — (), so erkennt man, dals ¢ = = zu
setzen ist und damit wird: N

h’" z
’

1 xz

SN T =T (l — ---—) e

E—E k]

und entsprechend

= P
cos TZ (l 9, + 1 .

Daneben ist:

sinnx=nz1:I(l——f-:-), cosn::c—n(l (w_“
und
1 1 $
= cotg my = +S(z_,. +5) =+ 2 et

r/=—0 yr=—0o

: Z xz—9v w—:-v)
+® + o
S =2 _

'v+n>(2:c @v+1)
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wobei aber in den an vierter Stelle stehenden Summen die Grofsen

1 1 . . . C
z-5 und — o nicht von einander zu trennen sind. Die Differen-

tiation dieser Gleichungen fithrt auf die Formeln:

+» + o

nt 27 1 n? 2’ 1
" qin? , = T )t ? oal = T gv41Ve
sin! nx e (x — ) cos? .1 %(z_ 7;? )

Setzt man in dem ersten Ausdruck fiir sin zz an Stelle z (z — a),
wo a keine ganze Zahl bedeuten soll und dividirt sin #(x — @) durch
sin (— ma) so entsteht die Gleichung

Sl:nﬂ((f ;at)’) ) ” (1 v + a ‘

Will man rechterhand die Primfunctionen (l — —z——) e +a guf-
v+4+a

treten lassen, so beachte man, dafs man

O[T 6-50¢
_(1__)” (]___ 3 er+aH (3 —543)

setzen darf, indem das Product

[0 2 20730 _ larmena)
1 4

bestindig gleichmilsig convergirt, wie das nach der allgemeinen Theorie

nothwendig ist.
Nun entsteht die spiter zu benutzende Formel

(1= [T (= 5) eve =gy emmmems,

der die nachstehende leicht zuzugesellen ist:

2y g1
l l 1 — - % et +a_‘coeaz(a:—a,)e’n”mm
v 2?+l+ a cos (— ma) ’
2

wo a aber keine der Zahlen 2"—;‘—1 (=0, +1, 4 2,...) sein darf.

Zunichst kann man diese Formeln dazu benutzen, um die Fune-
tionen



Darstellung der eindeut. analyt. Functionen einer Verinderlichen. 325

CO8 & z+a)coa (z— )
_cosmwx-fcoBma 2 "\
14 cosna —
+ocos = cost & &
2
sin n )smn( )
CO8 wiL — COS ™A 2
| —coswa

sin? %

. . sin u( T+ )cos 1:(———
win za 4 sin wa@

sin 7a sin cos ‘a
x2 n—
2 2 .
x4 a\ . —a
cos ,,(__'*T, )sm n( )
sin 7z — sin na_ 2 2
———— —_— = e e .
sin za cos % 2 ginmw-% °
2 H

durch Producte darzustellen, die als Functionen von z bestindig con-
vergiren, auf deren Bildung Euler weitldufig eingegangen ist.

Setzt man in den obigen Formeln z =a 4 respectlve z=a,
so erhilt man die Gleichungen :
2at1

® ”
- cOSeC @ == ’tI (—.2"—-l ) v Fia. o~ Batleotgma
A 2y -+ 2a

D
. _ 2v+l a) v+l+2a — Ratg na
secTa -—'J‘J Sy 12 e ’

in denen die rechten Seiten als Functionen von @ in der Umgebung
der Stelle a = 0 hichstens in den Bereichen

lef <1 |a| < 5

eine Bedeutung haben. (Vergleiche die Producte in § 186 der Intro-

ductio in analysin infinitoruom von Euler.)
Da unseren allgemeinen Betrachtungen zufolge die Functionen

sin 7z und cos wz auch durch

£ L

DN O D N A

nzxe ==l beziehungsweise ¢ *=!#=1
darzustellen sind (siehe pag. 312) und die Entwicklung dieser Ausdriicke
nach Potenzen von z der Form nach andere Coefficienten enthilt als
die schon bekannten Potenzreihen

(n:c)°

.o .

. x)}
sin xx =z — (")-i—

, (mx)?
COS XL == — g + SRR ,
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so kann man durch Vergleich der beiden Entwicklungen eine Reihe
interessanter Ausdriicke fiir die ganzzahligen Potenzen von x aufstellen.
Es wird

1 1 1 2 1 2at
gttt = T Y
1

gt atet == 5

6 S g6
tstwtet == aw
gt gtat ==
gt et = m=w o

4+ vt 5
630 427 307 66"
die Bernoulli'schen Zahlen, die wir mit

Bl) B:n Bs)- ..

u. s. w. Die numerischen Factoren heifsen

bezeichnen.
Der Vergleich der beiden Reihen fiir cos mx gibt uns Ausdriicke

fiir die Summen
a®

1 ¢
21_(27__1_52_’_‘_ (y,=1, -)1, 3...),

die sich aber bereits aus der Summe der (— 2pu)n Potenzen aller
ganzen Zahlen in folgender Weise bestimmen lassen: Nennt man die
Summe

oder
2 B )2t 1 1‘2;:
y - oy 2u -1 ) .

= (2v — 1) “ 2 (2p)!

und ferner ist auch
28, gtu—1. u—1
J P - l S (— l) 2 ~1 _,

Son = S = Ty 2"—,2. = B Ty

Mit Hilfe der Formeln:
a0 2 . .
cotg z = -, + 2(1:’-—7'1:’)’ gL:Z— ;;i;—:i-m_-__ R
=1 -
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kann man cotg # und tg z in der Umgebung der Stelle £ = 0 durch
Potenzreihen nach z darstellen, indem man die einzeluen der Sum-
manden nach Potenzen von z entwickelt. Es wird dann:

K ]
cote & L 2z E x”'_ E! o
Y= Pl <~ e 2]

=0

—

203

~B S+ BEE+B T+ )
tgx-— ;((2"')2 2 (2_;__ 1)2,u+2 )

=B22:@—1) +B2(@—1) 5 +B P -1) T 4

8-

Da die Coefficienten der Potenzreihe fiir tg x:

S o

=1
der Recursionsformel geniigten:

Cn—1— (3”2_ l) Cin-3+ (Zn 1 1)02.;—5 —_—

+ (- (G Zg)e = (=
wird man die Bernoulli’schen Zahlen nach und nach aus den Gleichungen

yen ,Xu In—1 ‘,21 2 (o2n ~ 2_
2 I)Bin l'_'( ”2 ) (2 I)Bin 3+

21 2”_

(=t (j;j—;)%‘.@‘:‘_)z; =170 Z) BB, = (— 1t

n=2,3...)
bestimmen konnen.
Beachtet man, dafs
sin z
1 x )__ L 2 . 1 — 1
¥ (cotg 5+ —— = 1= 5 s = ng —Cosecz,
!1—2~ 008—2— 281]]?608—-

cotg nx 4+ tg g— == cosec L

ist, so ergibt sich fiir die Function Cosecante erstens die Reihenent-
wicklung

- Oy —
1 1 " 1

= ! + Em B i
3 _ - - - PR
cosec & z en—1 " (a1

a=1

und durch Addition der Gleichungen:



328 Sechstes Capitel.

l a®
@ cotg nx = ?+ Er v(zz—v)

x

nigw -

4o .
2 =2("v+l)(27+l—x)

die Darstellung:
4 ®

<+ o
7 cosec arw=—;——|’-=2_,'m£;'_)_—f)-=%+ 2(_])v(_w.‘._v+ l)
ST Sy ()

Um den Cyclus der Darstellungen der trigonometrischen Functionen
durch Potenzreihen, unendliche Producte oder unendliche Summen
rationaler Functionen voll zu machen, hat man noch = sec 2 durch
eine Summe und sec 2 in der Umgebung der Stelle £ = 0 durch eine

convergente Potenzreihe 20, —?;— darzustellen. Wir werden diese Auf-
vy=0 )

gabe alsbald 16sen und bemerken hier nur, dafs ¢, = 1 und alle Coeffi-

cienten ¢z, —; Null sein miissen, weil

2u—1
sec0 =1 und (—d—’f 8ecx)=0

dgit—1
z=0

ist. —

Um eine andere Anwendung der friiheren Sitze liber die ganzen
Functionen mit gegebenen Nullstellen vorzubringen, wollen wir den
Stnus und Cosinus yanzzahliger Viclfuche des Argumentes x als Pro-
duct ciner endlichen Anzahl von Sinus und Cosinus-Functionen neucr
Argumente darstellen.

Da die Function sin mx offenbar dieselben Nullstellen besitzt wie
all die Functionen

. . x . (27 . f(m—ND=xm
sinrx, sm(-——x)J, 8ln - — ZT)y... 8In (— ——Z
m m m

oder
sin z, sin (a:+ ), sin (.L +° m Jo -+ sin (x+ (m;l)u)

und keine weiteren, so kann man

m—

sinmr=e'®sginzx l l mu(z, + ")—eﬂ(f)smx l 1 bm('ulr

setzen, und der Vergleich der beiden Seiten dieser Gleichung zu-
gehorigen Darstellungen durch ein Product von Primfunctionen lehrt,
wie die ganze Function g(2) beschaffen sein mufls.
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Ist m eine ungerade Zahl 2g 4+ 1, so schreibe man statt der
Factoren sin(x + li—n’—') kb=p+1,p+2,...24) sin ((m_;kl)f — a:)

und wenn m =2y ist, setze man an Stelle von sin (x-l— %’) sin (1; ——a:)

= cos z und fiir
sm(:v—l— iCh y ’)”) sm(” Tx—2z) (v=1,2,...p0— 1),
dann geht die obige Gleichung in die folgenden iiber:

sin mz = sin (2¢ 4 1)z = @ 8in 2 1:71 sin (’;:’ — x) sin (’:’:1 + x),

—1
. . . . fml . [(md
sin mz = sin 2px = €= gin  cos & !—11 sin (—; — x) sin (F + x).

Wenn man ferner die leicht zu verificirende Beziehung:
sin (% - v) - 8in (% — v) = sin®> ¥ — sin? v
verwendet, erhidlt man die nachstehenden Darstellungen:

sin mz = sin (2p + 1)z = en®@.8in l 1 (sin2 ’;—:’ — sin? a:)

8in mz = sin 2pz = e»@ sin z cos ain? ** — gin?z
w pol )

aus denen mit Hilfe der Rexhenentwmklung fiir sin mz und sin z ab-
zulesen ist, dafs €@ und ¢»® nur Constante C, und C,

2 1 2
C, =+t =

?
2. T ins B
I_‘[m IS [] o 22
sein konnen.

Ebenso findet man die Gleichungen:
. [m21—1 . (2l --1
cos mz=cos (2u -+ l)x—Ccosxﬁsm( x)sm(é - +a:) .,

=Ccosxl l (snn‘ 3-———_ — 8in?. )

cos”‘”=c°52ﬂx“‘01 lsm "~"_~l —x) sin 3—2"— +z )

l 1 (sm” = 21— — sin? a,)

und die Constante (’ ist das Reciproke des Productes l l sin =
=1 ©
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Da
2(sin?u — sin?v) = (cos?v — sin?v) — (cos?u —sin?u) = cos2v—cos2#

ist, bestehen auch die folgenden Formeln:

I
smmx=sm(2y.+l) L L LI cos(;—x)n(coﬂz——cosz—;—l)

DY
2 l ' s od
sIm*- —

®
—1
. . ¢ 2u 2=l
sinmr=sin2pr= gu—tp—  CO8TCOS ——:c cost co8-——
,zl
sin’
m
=1
< 1 2‘. 1
cosmz =cos(Puf1)r=———--- -cus T cos2r —Ccos® ——
n2l -1 =1
ok sm’
9 1 . 21 —1
CSMT =co82pr= - - - cos2x—cosn e B
w2l—1
#* '3 m

=1

Vergleicht man die obigen Formeln mit den auf Seite 298 angeschrie-
benen Darstellungen von sin mz und cos mz als rationale Functionen
von sin z und cos z, so erhillt man durch Gleichsetzen der Coefficienten
der hbchsten Potenzen von sin 2 die Beziehuugen:
(—1po =t el =t B O
sin? —

L +-‘
oder
2q ”sm'z fu_ -—JF-+ 1, C,=2"‘—‘l,
1=1
*und ebenso
—1
22— sin? ?: =2u, C=2""!

i=1

u
| 20—1 w2l —1
2eu l l gin? =227 220 ’ l sin? [~ — =1, (=2m"1
22 ’ 9 ) .
L e 2u

Setzt man sin x = » und m = 2p 4 1, so besteht die Gleichung:

m + 1

c(—1) ¥ 2m-t _'_”,_ =0,

sinmzx

e __ 123 _u'!
3! sinmz

1. m ‘___}_'m(m

1Y sinmaz

deren m Wurzeln « wir angeben wollen. Das Product derselben ist



Darstellung der cindeut. analyt, Functionen einer Veriinderlichen. 331

(;; 1’:‘ sinmz oder (— 1) sinz r‘]l sin(’:’—:' — x) sin(’%1 + ;a:)

und weil — wie man sich leicht iiberzeugt —

sin x sin (— —_ w) sin ( + =z ) = (-1~ ﬁsm(x + - ,L-”

ist, heifsen die m Wurzeln.

sin z, sin (x + ;; , sin (x + f:-:), .- siniz +
oder

sin z, + sin (%:‘ + w), + sin (’;—: - ')().= 1,2...4),
und zwar gelten hier die oberen oder unteren Zeichen, je nachdem 2

gerade oder ungerade ist.
Da unsere Gleichung das Glied in w™—! nicht enthilt, ist

Zsm (x+ LA Jy(

2m—1)x)

und der Coefficient von — u ?m— muls gleich
m—1
.
. 2k x
=0
sin (.'c + m
sein,

Bei geradem m = 2p besteht die Gleichung:
sin’mz - w?(l— ﬁ)(-»— ﬁ@- = w e (— 112 1“2y—2) —0.

Das Product ihrer Wurzeln 1st

‘sin? mx 7
2 2 . 2 2
it = sin xsm .’L) l l sin ( sm . + x)

und die positiv und negativ genommenen Factoren der rechten Secite
sind die Wurzeln selbst. Die positiven allein geniigen der Gleichung:

sinmz=+;/l_——?(-”u— ‘” _2) ul4 o (= 1t 22e-tyBu-2),

In entsprechender Weise hat man vorzugehen, um die Wurzeln der
Gleichungen

cosmz=cos(2u+41)z=+)1 4'ﬁf(l~m—z;lz'u"+-- +(—l)#2'"—’u’"—‘)

cosmz=cos2pur=1— —t -{-”'("2 %)y — e (= 21 gm

zu finden.
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§ 52. Die Weierstrala’sche o¢-Function.

Wir wollen noch eine ganze Function Gy(x) herstellen, welche

die unendlich vielen Nullstellen

w=2“w+2y"w' (l"’!"’:‘oa:{‘_]) +2,...4 )
besitzt, wo @ und @ solche Grifsen sein miissen, dafs in einem
endlichen Bereich der Variablen z nicht unendlich viele Nullstellen
w liegen, denn andernfalls giibe es keine ganze KFunction der ver-
langten Art.*)

Es kann zundchst keine der Grifsen @ und @' unendlich klein
sein; sie konnen aber auch nicht in reellem Verhdltnis stehen, denn
wire in .

r @
w=20(p+p —

die Klammergro(se reell und zuniichst ':" eine rationale Zahlengrofse,
so konnte man unendlich viele ganze Zahlen g und p' angeben, fir

' die pt+u -':D - gleich Eins wiirde und dann wire die Nullstelle z = 2@

von unendlich hoher Ordnung, was nicht zulissig ist. Wire aber %

cine irrationale Zahlengrofse, so liefsen sich stets ganze Zahlen g, und

g, finden, fiir die
20,0 — 2430|

kleiner wiirde als eine beliebig kleine positive Grofse 8 und dann ware
2 = 0 eine Hiufungsstelle von Nullstellen. In der That: entwickelt

man das reelle Verhiltnis —‘:—) in einen unendlichen Kettenbruch, ein

endlicher kann sich nicht ergeben, weil sonst —‘:;— rational wiére, und

bildet die Differenz von 22 und dem #2'» Nitherungsbruche —”,'— 80 wird
20 g B )

deren absoluter Betrag kleiner als (——l;-)? und

v

9.7 20¢&
2u0 — 24,0 =+ !

wo ¢ positiv und kleiner als 1 ist. Weil aber Zihler und Nenner- der
Niherungsbriiche eines Kettenbruches fortwiahrend zunehmen, so kann

2we
v

man auch ein » so angeben, dafs < 0 wird, w.z b, w.

*) Vergleiche Weierstrafs, Formeln und Lehrsiitze zum Gebrauche der
elliptischen Functionen (herausgegeben von H. A, Schwarz) und andrerseits
Kiepert, ganzzablige Multiplication der elliptischen Functionen (Borchardt's
Journal, Bd. 76).
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Jetzt handelt es sich noch darum, in den Primfunctionen
&x
E(g mex)
die ganzen Zahlen m,, , passend zu wihlen, denn wenn wir auch

schon wissen, dals das Product
»—1

z+(w
x H '(l -— :') c"=l r

eine ganze Function der verlangten Art definirt, sofern die Nullstellen

0, W,,...10,,..
der Bedingung
lwv] < {26944
gemifs geordnet sind, so braucht dies durchaus nicht die einfachste
Function zu sein. Wir sehen darum nach, ob es etwa eine ganze
Zahl m derart gibt, dafs

Sostasl™
~ 2uwt2p’w

endlich wird, denn dann existirt eine ganze Function m'e Ranges,
welche die Nullstellen w0 besitzt.

Bemerkt man, dafs man 2n 4 1 Grolsen w = 2p o 4 2u' @’ an-
geben kann, bei denen g oder p’ gleich 4- n ist, so finden sich im Ganzen
42n+1) — 4 = 8n
Nullstellen, bei denen eine der Grolsen g, u’ den Werth —+# oder
—n besitzt. Stellt man alle diese Grofsen w in der Form % 8, dar, so

kann |d,| niemals kleiner werden als eine endliche Grofse |d,| und
man sieht, dafs in der Ungleichung:

an -3
"__l__ m—+1 < _8 ) 2 _L _ _"__8 ) —l_
"2' = w |6()Im+l / PRIk 2 i 8, m+1 ”2=1 n™
die rechte Seite schon fiir m = 2 endlich ist und umsomehr

2 1

J | w?
p

convergirt,
Deshalb wird bereits das Product

z x\?
TG -2
)¢
(ype’)
bestindig convergiren. Diese ganze Function bezeichnen wir mit (x).

Die logarithmische Ableitung derselben :
6’ (x) 1 A 1 zy _ 1 _xr
48 +ﬂ2’; (:t_—-u_; + .t w_’) T +§b‘(w - w)’

ferner
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d? logio(a:) 1 ’ 1 1
— T dxt = +§ ((xf—";o)’— "t

d? log o(x) 9 1
e L S

stellen analytische Functionen dar, die im Endlichen die ein-, zwei-
oder dreifachen aulserwesentlich singuliren Stellen z = w besitzen,
deren Hiufungsstelle z = oo ist.

Die dritte der genannten Functionen bleibt ungeindert, wenn man
z um irgend eine der aus 2@ und 2@’ durch Addition oder Subtrac-
tion zusammengesetaten, Grofsen w vermehrt. Da aber zufolge des

und

nicht reellen Verhiltnisses : keine homogene ganzzahlige lineare Re-

lation zwischen 2@ und 2w’ besteht, ist die Function — L -l?iif(m)

doppeltperiodisch. -
Bezeichnet man

datl
- '3%‘:_‘(@ = p("”'))
80 ist
P2+ 20) = p'(z + 20) = p'(z 4 0) = p'(2)
Weil aber

6(—x) = — 6(:6), 6'(-— z) = 6'(:6), ‘:,((__:))I= —%_(S_;) !
L p(—2)=p(@@) und p'(—2)=—p'()
ist, wird .
p' (@) =0, p(@)=0, p(@+a&)=0
und

(@) =p(—0w), p@)=p(—a)

Nach dieser Zusammenstellung der Werthe von p(z) und p’(z) an
zwei Stellen entnehmen wir den Gleichungen:

dp(z+20) _ dpx) dp+2e’)__ dplr)
dx Tdx ? dzx — dxr

die Beziehungen »
P+ 20)=p(), p+2e")=pE)

d. h. auch p(x) hat die beiden Perioden 2¢ und 2&’ und die aus
diesen ganzzahlig zusammengesetzten Perioden w.

Die doppeltperiodische Function p(z) wird an jeder Nullstelle der
Function ¢(z) so unendlich, dafs erst

(z — w)* p(2)

in der Umgebung derselben reguliren Verhaltens ist und wird an allen

iibrigen Stellen regulir; sie mufs daher als Quotient zweier ganzen
Functionen darstellbar sein.
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Die Function %(%) ist nicht mehr doppeltperiodisch, es entstehen
vielmehr durch Integration der letzten Gleichungen die Beziehungen

o (z+20) _ o(@), 9,

6(x+ 2m) o(x)
¢ (r4ta) _ o'(x) + 2y

s(rF2o)  6(
und hier sind die Constanten 2% und 27" so zu bestimmen, dals fiir
z = — o die richtigen Gleichungen
(e _ _ o(w) e(-a) _ _ aa)
6(—a) 6w’ o(—a) 6 ()

hervorgehen. Man erhilt
¢’ (m) .6 (o)

=@ T ey

Eine abermalige Integration fihrt unter Ricksicht auf die Gleichungen
6(—0) = —6(@), o(-0)=—0@)
zu den Relationen
6(z 4+ 20) = —et1xtolg(z), (x4 20) = —eV=ta)g(z)

Bildet man aus jeder dieser Gleichungen 6(z-} 204 2®’), so miissen
nothwendig die Exponenten in den Factoren bei ¢(z)

29(z + © + 20) + 21 (z + )
2 (z + & + 20) + 29(z + @)

bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 2xzi gleich zein. Es wird also
(En1+27)z+ 290+ 290+ 4ne'— (2942924290 + 2y0'+ 47 @)
= 4 2mmxi

und

oder

N0 —fo = 4 %ui.
Ferner folgt aber bei der Anderung des Argumentes z um eine be-
liebige Periode w der Function p (z) die Gleichung:
6(z4+2u042u0) =06(x+2®) = (—1prtetr@urtrniz+d g (g),

wo wir fernerhin fiir py 4 p'n" = 7 schreiben.

Es ist dann
d’'(x428)  o'(2) ~ ¢’ (®)
s tio) = ow T2 T= g '
und wenn man @40 = @’, 749 = 7" setzt, speciell 4" = Z(—E:’_)) .

An dieser Stelle soll noch die Function o(x) durch ein cinfach un-
endliches Product dargestelll werden, in dem also nur ein Index un-
endlich viele Werthe annehmen kann.

Man bemerkt leicht, dafs die Nullstellen von ¢ (2) mit den Null-
stellen der unendlich vielen Functionen
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sin ﬁ z, sin ;:%) @ne’'—z), sin 2’; Cno'4+2) m=12,...00)
zusammenfallen, und es fragt sich, ob man o(x) als Product dieser
Functionen darstellen kann,

In dem Producte fiir ¢(z) darf man alle Factoren zusammen-
nehmen, in denen u' = O ist, denn das Product

[T - 7))

H=—x

ist gleichmélsig convergent da ja

L) @S TGy

-—

2pm 'm-nm
o (- 520 = 222

==

“
und

ist. Falst man dann alle Factoren zusammen, welche dasselbe u’ haben,
80 kann man deren Product gleich

+ » z 1} o : -
l l (l . }F____) c‘t;aw-{»z);";; f=— potipw
2pw+42p w0

m=—m

setzen, denn die hier vorkommende Summe oder

: (2”)#_2_o(u+p w)

@®
n? Y 1

sin® nx (v — it
” @®

3 (2.,,) ,“.,)

Wenn u’ somit alle Werthe durchliuft, tntt gewils der Factor

(2m){ W=t lin"(nﬂm };:) nz?
20 si (nm) 200 . wx to
= -81n ---€
® 20

ist nach der Formel

gleich

auf und es bleiben nur mehr die Producte

+ o . S
l! (= sragma) ™ (W =1, £2,... 4 o0)

zu untersuchen. Schreibt man sie in der Form
Biermann, Functionenthcorie. 29
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z z
2o EL)
w5 \ 1T 2e | etwT
e \1—wa [T11——2 ),
e /" ptw

so hat man auch schon gefunden, dals dieselben gleich

i '@ 2 e o
aln"(” © ‘Za)) eg‘& cot gu’ =

. . o
8ln ®u —m—~

zu setzen sind. Das Product aller Factoren von ¢(z) kann man daher
in der Form des einfach unendlichen Productes schreiben :

72 (2,. o’ — z) sin 21 Q@ o'+ z)

20 Tx\ 3 sm [

—— - 1 — @
o(z) = - sm(2 € U ,(u ..
sin ﬁ'?“ m)

pu=1

=2 sin(;z) e"” ﬂ - :%((::2)

Die hierin auftretende Constante

G ANTER ~ B S
20 (6 +"‘2=:sin’(1:'—‘?m-))

ist nichts Anderes als o' (@) Denn wenn man in den letzten Formeln

HON
z um 2w vermehrt, so bleibt ynter den Productzeichen Alles ungeiin-
dert, aber sin (’;—z) geht in —sin (;'—z) und die Exponentialfunction in

e'l (i)’. ei'l (z+w)

2w

iiber, so dals auch hier die Gleichung
6(z 4 20) = — 1=+ g(x)
hervorgeht.

Differentiirt man den vorletzten Ausdruck fiir ¢ (z) logarithmisch,
so erhilt man nach Multiplication mit @:

og = 17+3 cotg(:—z)nZ(wtsw(““’+2.,,)—cotsu +5%))

und diese Formel fithrt nach der Substitution £ = @’ zu einem Aus-
druck fiir

oy —ne = Fm s
Dieser lautet:
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§ 53. Der Laurent’sche Satz.

Wir wenden uns wieder zu allgemein functionentheoretischen
Fragen und vor Allem zu dem Laurentschen Satze, der aussagt,
dafs man eine .eindeutige analytische Function f(z), die in der Um-
gebung jeder Stelle z, eines um einen Punkt z = ¢ gelegenen ring-
formigen Gebietes, wo

R <|x—¢| <R,
ist, reguliren Verhaltens bleibt, daselbst einheitlich durch eine nach

positiven und negativen Potenzen von (x — c¢) fortschreitende Potenz-
reihe

Py(z —0) + = B ()
darstellbar ist.

Bei dem Beweise*) dieses Satzes kann man voraussetzen, dals
¢=0 und f(x) eine ungerade Function sei, die bei der Vertauschung
von — z mit z ihr Zeichen wechselt, weil jede Function F(z) als
Summe einer geraden- und ungeraden Function

7 (F@ + F(—2), 5 (F@@)— F(—a2)
und somit auch als Summe

fi(@) + xf, (2)
darzustellen- ist, wo f,(z) und f,(z) ungerade Functionen bezeichnen.
Sobald der Laurent’sche Satz fiir ungerade Functionen f(z) bewiesen
ist, gilt er allgemein.
Wenn wir aufserdem f(x) auf die Form bringen

Hr@+rQ) + (r@— 1)
und fir die Functionen f(z) + f (%) und f(z) —f (—;—:) die verlangte

Entwicklung beweisen, haben wir wieder alles Nothwendige geleistet.
Wir setzen ferner fest, dals die Radien R, und R, des Ring-
gebictes, an dessen Stellen sich f(z) regulir verbilt, der Bedingung
geniigen '
R,R, =1,
denn andernfalls fithrt die Substitution z = J/R, R, y zu einer Func-
tion von y, die in einem durch Radien r, und r, definirten Gebiete
reguliir ist, fiir welches r;r, = 1 gilt.
Sollte R, Null oder der griofsere Radius R, unendlich sein, so
beschrinke man das Gebiet zunichst auf ein anderes mit den Radien
R, und R, und gehe von diesem zu einem neuen, wo r,'r,’ ==1 ist.

*) Entnommen aus Schaeffer's Abhandlung: Acta mathemat. Bd. 4, p. 3756,
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eine ganze rationale Function von #—2 oder #+42 wird. Man kann

nimlich eine Summe
4 (:D" L)
2 (= + 5
als rationale Function von # ausdriicken, da

o 4 ;1; = a(:w-l + df_}) - (xf‘-’ + w,,'_,)

ist.

Darnach lifst sich ¢ (¢) innerhalb des Kreises |¢| = R, — :;—. durch

eine einzige Potenzreihe P (¢) und f(z) 4 f (:—:) in dem Bereiche, wo

1 1
ol + |z < B— 5
durch die Reihe
1

3(+3)
darstellen. Diese nach positiven und negativen Potenzen von z zu
ordnende Reihe convergirt aber fiir alle Stellen des durch zwei Radien
¢ und % definirten Kreisringes, wo ¢ durch die wegen der Bedingung

R, >V2 + 1 stets vorkommende positive Wurzel der Gleichung
1 1
et =FK-¢

bestimmt ist,
Wenn nun f(z) 4 f (;1:—) in dem Bereiche %—' < |z| < o die ver-
langte Darstellung findet, so wird die Gleichung

8
@ +1(2) = B+ 2) =Dlaue

n=-—o

nach dem Princip der Fortsetzung auch in dem Gebiete

£ <lsl<R,
gelten.
Setzt man andrerseits , _ 1 _ ¢
x )
so kann man die innerhalb des Kreises |§]=R,—-1§—’ eindeutige Fune-
tion von §

v = 1@ +1(—3)
durch eine Potenzreihe () und darnach f(z) + f (— %) in unserem

Kreisringe durch eine Reihe
-+
S,

H=—o

darstellen.
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convergirt fiir alle Stellen der Umgebung R, des Punktes oo, und
wenn R, kleiner ist als jede beliebig kleine Grofse, so stellt diese
Reihe offenbar eine bestiindig convergente d. h. ganze Function des

Argumentes }l— dar, die fiir -;—=0 verschwindet. Damit ist klar, dafs

eine eindeutige Function in der Umgebung jeder isolirten singuldren
Stelle ¢ in der Form

G(z1)+ B — o

darstellbar ist, wo G eine mit dem Argument verschwindende ganze
rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem die Stelle
¢ eine aufserwesentlich oder wesentlich singulire ist. Sobald ¢ aber

eine regulire Stelle ist, mufs G(‘;El_—é) identisch verschwinden.

§ 54. Das Mittag-Leffler'sche Theorem.

Wir gehen nun zor Losung der zweiten der zu Eingang dieses
Capitels gestellten Aufgaben, eine eindeutige analytische Function mit
unendlich vielen vorgegebenen singuliren Stellen, die eine Grenmzstelle
haben, als Summe solcher Functionen darzustellen, deren jede awfser an
einer Haufungsstelle nur an einer der gegebenen Stellen irreguliren Ver-
haltens ist.®)

Wir zeigen zuniichst, indem wir denselben Gang wie bei den
ganzen Functionen einschlagen, dals man stets eine eindeutige analy-
tische Function bilden kann, welche iiberall reguliren Verhaltens ist,
ausgenommen in der Umgebung der von einander verschiedenen
Stellen

Ay Qyyeo o Qyy...
mit der einzigen Haufungsstelle x==>0, und welche in der Umgebung
einer Stelle a, in der Form

G, (z:a) + Po(z — ay)

v

darstellbar ist, wo G,(;z—_l—a) eine vorgegebene ganze rationale oder
”,

transcendente Function des Argumentes L bedeutet, die mit -
z— a, z—a,

verschwindet.
Ist die Reihe singuliirer Stellen a, endlich, so gibt es keine Grenz-

stelle b und
Fz) = C+ G, (;_‘—x)

vr=1

*) Siehe Weierstra(s, Functionenlehre S. 53, und Mittag-Leffler, Acta
mathematica Bd. 4.
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Im ersten Malle ist

Zm‘(zc") Zn(aéjby(az—_b) ( _—al—b : =

= b
= (’). a,—b ,,(,,+1) a, —b\?
Z(a —by* z—b) {l'l' ( z - ")+ : z—b
RIS (u+2)( ) }
T1.2.3
und die Coefficienten A,‘,” werden der Reihe nach
AN =
),
A(',) = a, —b
), ),
A9 = a,—b +(a —b)?
<", My ™y
49 = 4 i (a —b)2 o=
. » », : o)
0 __ . ° p—1_© (—D(—2) s
4y _a—b+ 1 (a—b)?+ 21 (a—b)8+“'+
w—D@—2...6——1) &
+ ———(r— 1)! (a —b)'+ +(_a_——_5)ﬁ
usw. Im zweiten Falle hingegen wird

2 (:)x (')
Sitim B E ey

- B ()RR e () )

und nun gibt der Vergleich der Coefficienten

(’) =2(_ l)" c(v: , A(V) _ 2(_ 1)" % (1)1:

x=1 %y x=1 a" !
" = x“("+1)
4 :g:( N a"
()
c AM — 31_._"(#+1) (x+y,_1)c
A Zl( 2kl =

”

=, (14)
=2(_ 1),(u+1) (u+2) (ptx—1)

- —
x=1 (u l) a,
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grolser als | i-ﬁ ist, so wird in dem Bereiche : ! <&

" ")ﬁ E""’+l
> |40 )
| Gy

0
u=my+1

iZp 1%

denn es ist schon

2 A(v)( ) ﬂ (1—p)m'“ 1——

o=ty —B
und man sieht, dafs man m, nur der Bedingung
gé')ﬁ E:)"v"'l
1—f 1—g <&

zu unterwerfen hat, um in der zugehorigen Function F,(z) eine der
gesuchten Art zu besitzen.

Ist & endlicb so wilhle man eine positive Grofse a derart, dals

1+ >eé und |r—a,|=§ <|a, — ble

—b
ist, dann wird fiir jeden Werth des Bereiches |?;Tb" <e&
| m( ) I y o (14 e)e)™t?
2 A\ ) |S 9 e 1—atae
p=m'+l
und umsomehr
- _eggrtt my+1
<g l+—& 1—80 !

wenn nur &, eine positive Grolse kleiner als 1 und grofser als (14-a)e
bezeichnet. Die Zahl m, suche man daher aus der Ungleichung:
emrt
9?) T+a i—e < &

Ist hierauf z, eine von den gegebenen Stellen q,, a,,... und b
verschiedene Stelle, so gibt es auch einen endlichen Bereich |z — zg]
<o, der keine dieser Stellen enthilt. Bezeichnet dann J eine beliebig
kleine positive Grofse, so wird man schliefslich eine ganze Zahl n so
bestimmen konnen, dals ftit jeden Werth des Bereiches |z—2,| < o

<& v=1,2,..))

wird, denn es war ja lun |a,—b| =0 und x— b sinkt nicht unter
jeden Grad der Kleinheit herab. Weil daselbst auch

| Fagr (2)| < &a4v (#=1,2,...),

80 leuchtet ein, dafs man % gemils der fiir die gleichméfsige Conver-

I an—}—r
X —
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b reguliren Function zu F(z) — und das mufls eine ganze Function
G(;l_—b) sein-— gibt wieder eine Function derselben Beschaffenheit.

Indem man G(;ITD) noch in eine gleichmélsig convergente Summe
ganzer Functionen g,(—zl—b) zerlegt und F,(z) 4+ g, mit ®,(z) be-

zeichnet, erscheint auch die neue Function als Summe unendlich vieler
Functionen, deren jede aufser b nur eine singulire Stelle a, besitzt.

Ist umgekehrt eine eindeutige analytische Function F'(z) gegeben,
deren Stetigkeitsbereich durch die Stellen

a‘, az’ as, see
und die Hiufuungsstelle b begrenzt ist, und die ferner in der Umgebung
der isolirten singuliren Stelle @, in der Form

G(3=5) + Bz —a)

darstellbar ist, wo G, eine mit dem Argument

s, verschwindende

ganze rationale oder transcendente Function bezeichnet, je nachdem
a, aulserwesentlich oder wesentlich singulir ist, so leite man aus den
Functionen G, in der angegebenen Weise die Functionen F,(z) und

dann 2F,(x) ab. Darauf wird

F(z) — j F,(x)

r=1

nur eine ganze Function G (51_ _b) sein. Nach der Zerlegung

t N 1
¢(z 1) =§ 9(:2)

und der Vereinigung F,(z) 4 9'([]_' 13) = @,(z) wird die gegebene
Function F(z) durch eine unendliche Summe analytischer Functionen
dargestellt, deren jede neben b nur eine einzige singuldre Stelle a,
besitzt. Damit ist der zu Beginn dieses Paragraphen verlangte Satz
in dem Umfange bewiesen, dals die Stellen @, auch wesentlich sin-
gulir sein konnen.

Wir machen noch eine Bemerkung tiber die Ermittlung der ganzen

Zahlen m,. Die eindeutige Function F'(z) besitze die unendlich vielen
aufserwesentlich singuliren Stellen erster Ordnung

iy Gyyoosyyonn

unter denen die Null nicht vorkommen goll, und die wesentlich sin-
gulire Stelle co. Heifsen ferner die den Stellen a, zugeordneten Func-
tionen






352 Sechstes Capitel,

Wenn noch verlangt wird, dafs diese Function doppeltperiodisch ist,
kann G (z) — wie wir spiiter sehen werden — nur eine Constante sein,
und diese ist Null zu setzen, wenn man z. B. annimmt, dals
lim (p(x) — ;_,) =0
z=0

wird.

Eine andere Anwendung bestehe in der Darstellung der Function
7 sec kx als Summe rationaler Functionen.

Weil die Entwicklung von cos #z in der Umgebung der Nullstelle

z = 2-’-'-_'L‘— mit dem Gliede
, 241 d co 2v 41
w(— 1yt — 25) = (¢ “”‘)( — =

SV+1

beginnt, wird die der Unendlichkeitsstelle z = 2—1' 1

zugehorige Function:

af— o\ = & nyrt!
v 231 25 F1Y
) T o

von x sec wx

und somit .
rr — S (=wrtig G
T 8ec _72 2y F1 (x 2v+l + G@)
—_—— 2 ——

,Zo(w-m)(_((lz)a}i:;) ) + G(2),

doch hierin kann G (z) nur eine Constante und zwar = sein.
Entwickelt man dann in:

(— 1)’ 2at

(21: +1) ((zv + 1) __z!)

jedes einzelne Glied nach Potenzen von ? und summirt alle Potenz-
reihen, so erhilt man

secx = 1 +2( i (x)-#z (27(-|_- 1‘;:""*")

Die hier auftretendeu Summen:

1 1
Tkt T ¥ g T

secx=1+2

bestimme man dadurch, dafls man den Quotienten
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endlichen Anzahl von Stellen b, besteht, ist die besagte Theilung von
@ in Mengen @, gewils moglich und die Summe einer endlichen An-
zahl von Functionen F® (z) gibt gewils eine an jeder nicht in der
Punktmenge @ 4 @’ enthaltenen Stelle regulire Function.

Besteht aber die Punktmenge @’ aus unendlich vielen Stellen, so
ordne man am besten jeder Stelle a, eine von Q' b, derart zu, dafs

llm[a,—b,l—O oder |a, — b,|<® (v2>n)

wird. Das ist mdglich, denn sind die Stellen von Q' kurzweg b ge-
nannt, so gehort zunichst jeder Stelle a, eine untere von Null ver-
schiedene Grenze @, des absoluten Betrages

|ay — b
zu. Diese wird erreicht, d. h. es gibt eine Stelle b,, wo |a,— b,| = ¢,
ist. Gibt es ndwlich unendlich viele Stellen
b, b, .. bW, ..

und definiren die absoluten Betrige |a, — b%)| die Grenze g,, so ist
die Hiufungsstelle der %, die als eine der zweiten abgeleiteten Punkt-
menge von ¢ angehdrige Stelle auch in @’ enthalten ist, die verlangte
Stelle b,.

Gerade eine solche Stelle b, ordne man a, zu. Dann kann man
nach Annahme einer beliebig kleinen Gréfse ® nicht mehr unendlich
viele Stellen a, angeben, fiir welche die zugehdrigen unteren Grenzen
0,=]|a,—b| gleich oder grifser wiiren als ®, denn diese wiirden eine
Grenzstelle b’ definiren und |a, — b’| wiire fir unendlich viele a, kleiner
als eine beliebig kleine Grofse und kleiner als @&. Darum gibt es in
der That auch eine ganze Zahl n, sodals

¢» =0 oder |a,—0,| <O,
sobald v > n ist.*)

Nach dieser Bestimmung der Stellen b, entwickle man die Fune-

tion G,( ! ) in eine Reihe:
x— QG

v,

0(i22) =2 ety =S (G

B=

b . .
—3.| <1 convergirt, suche wie frither eine

v

ganze Zahl m, derart, dafs

. . ‘a,—
die in dem Bereiche ="

= b \u

(%%
> 4 (5':6,

b= ﬂl,+l

in dem Bereiche :—'—-—' f < & < 1 kleiner wird als ¢,, setze endlich

*) Natiirlich kann unendlich vielen Stellen a, dieselbe Stelle b, zogehdren,
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m  a® (sm)m,+1
Je T a™ 14
wo die Bedeutung und Beschaﬂ'enhelt der Grofsen g‘" ", « und
&” nicht mehr erklirt zu werdeu braucht,
Bezeichnet dann z, eine Stelle von A, + @, und enthdlt der Be-
reich |z z,| < e keine Stelle von @, 4 @, aufser etwa z,, so kann

fiir alle Stellen

dieses Bereiches kleiner wird als &, wenn nur v g n ist.
In der That: durchlduft wieder alle Werthe des genannten Be-
reiches und sucht man die untere Grenze ! von

lz —b|—8 (v=1,2..)),
|z — b 28y + 1
fiar alle £-Werthe des Bereiches |z—z,| < ¢. Ist dann ® <1, so wird

lay — b, < B, + O,
wenn v > n, und ebenso

&y,

80 ist

a,—-b,
a:—b

o+6,
<i¥g, "

Da aber l-:-g’ < ?_tg , Wo f wieder die obere Grenze der B, ist, so

wird auch
—-b,

z_

6+8

T+

Wenn man nun mit Riicksicht auf den endlichen Werth von 8 und
die Ungleichung ® < [ ein n, so bestimmt, dafs

?i,f <& (v=n),

so wird auch
a,—b,

4
@ —

sein, wenn v grofser oder gleich ist der grofseren der ganzen Zahlen
n, und n,.

Nunmehr ist die Existenz der innerhalb %, monogenen analytischen
Function F,(x) erwiesen, denn der Ausdruck

ZF (x)

definirt eine Function mit den geforderten Eigenschaften und jede an-
dere geht durch Addition einer blos an den Stellen von Q,” irreguliren
Function hervor.

Umgekehrt lifst sich eine eindeutige Function F(x) mit den sin-
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¥(z) = !-l;:g:_: +§T{l+x:"_ 1+$ﬂp—xl

1—x = l1-az™ 1™

1+x 2 2z ""1(:4:"‘ "u—1_4)

(x »— l)( -1 1)
die verlangte Reihe. Bezelchnet hierauf 2’ eine rationale Function von
x, so wird die Gesammtheit der Stellen z, fiir welche der absolute
Betrag von z’ gleich 1 ist, in dem Bereiche der Variabeln Continna,
in denen |2'| kleiner ist als Eins, von continuirlichen Bereichen tren-
nen, wo |2'| > 1. Dann aber ist ¥ (z") = y(z) die Summe unendlich
vieler rationaler Functionen, die in den Bereichen, wo |x'|21 ist, den
Werth 31 besitzt; aber dort, wo |z'|=1 ist, convergirt x(z) nicht.

Ist 2° nur eine lineare Function von z =§ 4 ¢9:

z' = .%::—H = f(),

wo die Coefficienten durch Division von y’ad—pBy stets so umzuwan-
deln sind, das «d — By =1 wird, so wird die Gleichung eines
Kreises um die Stelle m 4 in in der Form:

|z —(m+in)| =r

AE 470 —2mAE —2ndn 4+ (M +n2—1r)4A = 0
oder in der Form zu schreiben sein:
Azz, + Bx+ Byz,+ C = 0,
wenn z, und B, die conjugirten Werthe von z und B und 4 und C
reelle Grofsen sind. Das aus diesem Kreise durch die Substitution

' = f — @ To+- By
. ' z'=f(z) und =z, P i 8
abzuleitende Gebilde:

A(az+B) (xzy 4 By) + B(e x4 B) (¥ 2o+ 8,) + By (2 2, + B,) (¥ 2+ 9)
+C(yz+9) (7o7,+8p) =0

zzy(Adaay 4 Bay, + Byeyy + Cyy,)
+ z (Aefy + Bed, + B,a,d + Cyd,)
+ zy(4dayp + By, + B,yfyy + Cy,9)
+ (Aﬁﬁo + Bﬁ"o + Boﬁod + Cd"o) = O;
wo &, By, ¥, 0, die @, 8, y, 0 conjugirten Grofsen sind, ist offen-
bar wieder ein Kreis.

Wir theilen die Variabelnebene nun durch beliebige Kreise

oder

oder

|2 —ay| =1y, |2—a,| =1y ...|0—as| =14,
von denmen niemals zwei einen Bereich gemein haben, in n--1 Theile
und bestimmen # Functionen
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Einen in der Nihe von 4 und 4, liegenden Werth A, erbdlt F(z)
dann fiir einen in der Umgebung von z, liegenden Werth z,. Aber
ferner gibt es aufserhalb dieser Umgebung Stellen z,, fir welche F'(x)
beliebig nahe an A4, herankommt und ctwa gleich 4, wird. Diesen
Werth nimmt F(z) also an zwei Stellen z," und z,” an, wobei z,” in
der Umgebung von z, und z, liegt.

Hat man so fortschreitend einen in beliebiger Nihe von 4 liegen-
den Werth A, gefunden, den die Function F(z) fir (n—1) Werthe

0, z®, ... gD
ihres Stetigkeitsbereiches annimmt, so kann man auch einen A, be-
nachbarten Werth A,;, angeben, den F(z) fir n Werthe
» 20, 20y .. 2,
erhilt, von denen (n—1) in der Nihe der Stellen 207 (v=1,2...n)
liegen, indefs der n'® aulserhalb dieser Bereiche liegt.
Fixirt man also einen Werth 4, dem F'(z) beliebig nahe kommt,
8o kann man in beliebig kleiner Umgebung von 4 Werthe angeben,
die F'(z) an beliebig vielen Stellen ihres Stetigkeitsbereiches annimmt.*)
Mit diesem Satze brechen wir die Untersuchungen iiber die allge-
meinen eindeutigen analytischen Functionen ab und verweisen im
Ubrigen auf die schon citirten Originalabhandlungen.

*) Siehe Phragmen, Acta mathem. Bd. 7, p. 40.
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Setzt man jetzt
2ap=ar+if (k=1,2,3),
so lassen sich unter der Voraussetzung, dafs zwischen den Perioden
2@, keine ganzzahlige homogene lineare Gleichung besteht:
2p @, + 2p,0, + 2p30, =0,
in welchem Falle eine der Perioden linear von den zwei iibrigen ab-
hinge und durch zwei neue Perioden ganzzahlig auszudriicken wire,
unendlich viele ganze Zahlen v, v,, v, finden, fir die
|0+ v,0, + vyay| und |v, B, + v, 8, + v36]

unendlich klein wird*), d. h. es gibt unendlich kleine Perioden, Doch
weil solche bei der eindeutigen (oder auch endlich vieldeutigen) ana-
lytischen Kunction nicht vorkommen konnen, gibt es keine dréifach
(und ebensowenig mehrfach) periodische eindeutige Functionen.

Ein Periodenpaar der doppeliperiodischen Function, durch welches
alle Perioden ganzzablig in der Form

w=2p0 4 2¢ &
auszudriicken sind, heilst ein primitives, doch es gibt -— wie wir
wissen — unendlich viele dem Paare (2w, 2@’) dquivalente Perioden-
paare (2% ,2®"), durch welche man dieselbe Gesammtheit von Stellen
w ganzzahlig ausdriicken kann. Dazu muls nur
2% =2p0 4 290, 2% =2pe0 4 2¢0
sein und die ganzen Zahlen p, ¢, », ¢’ haben die Bedingung
pd —pg=-+1

zu erfiillen.

Der nothwendig von Null verschiedene reelle Bestandtheil des

Verhiiltnisses b% besitzt dasselbe Zeichen wie
(pg —pR(2),

daher konnen wir, ohne die Allgemeinheit zu beeintrichtigen, den
weiteren Untersuchungen ein primitives Periodenpaar zu Grunde legen,

bei welchem )
@
®(%)
positiv ist.
Man nennt zwei Werthe des Argumentes congruent oder dgquivalent,

wenn ihre Differenz (z — z,) eine Petiode ist. Indem man aber die

Differenz
z—x,=2f0 + 2F @

setzen kann, wo £ und & reell sind, und ferner
z—2,=2pw 4 2p'0 4 2t0 4 2t @’

*) Siehe z. B. Koenigsberger: Elliptische Functionen 1. Bd. p. 8363 —367.
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enthalten sein — wo o(u) die in dem vorigen Capitel aufgestellte
ganze Function mit den Nullstellen 2p e 4 2p'@" bedeutet —, aber
damit ¢ («) die primitiven Perioden 2 und 2w’ besitze, oder die Glei-
chungen

4+ 20)=¢@(u) und @+ 2e)= ¢(u)
gelten, miissen noch eine Reihe von Beziehungen bestehen, die mit
Hilfe der bekannten Gleichungen:

6(“—“o+2ﬁi)= — 2Nu—utw 6(“—'“0), ﬂ:'((':))
et e, =58

leicht zu finden sind. Es ist:
.

97(“ + 2m)= q,(u) (__ ]_)m—n eM(u-l—o) (m—n)—Iq(gu#—'gl'.,).;.g(u.;.h,)_ﬁ.)

97(“'_!_2“_0;).=_=q,(“) (_nm_ ‘cﬂ'l'(u+m')(m—,.)._gq-(gu#_'g‘;')+g(“+’~.)_’(-)
und daher mufs man
m — n =0 (mod 2)

94 +2a) — g (W) =— 2u[(u + @) (m — m) — D+ Slon| + 2k
I 3

gu+2e)—g(u) =—27 [(u—[— @) (m— n) —Zu,. + v,]+2k’zi
M v

setzen, wo k und k' ganze Zahlen bezeichnen. Differentiirt man die
letzten Gleichungen zweimal, so erhilt man die Gleichungen

'+ 20)=9g"(w), ¢'u+20)=yg"w),
aus denen zu schliefsen ist, dafs die ganze Function g”(z) nicht von -

w abhiéngt oder eine Constante ist, denn sie kann als ganze Function
von % nicht doppeltperiodisch sein. Setzt man daher

" dr
gw="L —c,

so wird g(%) von der Form:
g(u) = Au* 4 Bu+4 C

gu420) —gu)=24(u + 0)20 + B2e
Ju+20)—gu)=24(u+ )20+ B2a’.
Durch den Vergleich dieser Ausdriicke mit den friiheren erhdlt man
zuniichst die Gleichungen:
240 4+ (m —n)p=0, 240+ (m— )y =0,
deren Determinante

and

20y — o'n) =+ =i
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ist, je nachdem ) (:—1)%0 Weil die Determinante nicht verschwindet,
sind die Losungen der Gleichungen
A=0 und m — n=0;
d. h. die eindeutige doppeltperiodische Function, die im Endlichen den
Charakter einer rationalen Function besitzt, wird in jedem Perioden-
parallelogramm eben so oft Null als unendlich und hat daselbst jeden
Werth in derjenigen Ancahl, welche der Grad anzeigt.
Da auch die Gleichungen

B — 112(14,. —v,) =kmi
n=l1

Ba' — r)’Z(u,. — o) =kmni
u=1

bestehen, findet man bei positivem fR(—?

0% ok _ 9w o Ske —kKe) _ ,d @
B=2ky — 2Ky =27 26(Lw—Lm) PTC))

D (e — ) = 2ke’ — 2K 0 = 23

u=1
Setzt man endlich ¢® = ¢, so erhillt der allgemeinste Ausdruck einer
eindeutigen doppeltperiodischen Function m'e Grades die Form

| Bt
p(n)=c N a-—u‘_—v e

u=1 A“'

m
und zwar ist die Summe der inconyruenten Nullstellen E u, der Summe
u=1
m

der Unendlichkeitsstellen 2 v, congruent:
=1

m

D= o+ 200 + 260" = Do, + 29
u=l1 p=1 pm=1
und
T =2un+ 207
Man mufs aus dieser Beziehung folgern, dafs eine cmdeutzge doppelt-
periodische Function ersten Grades nicht existirt.

Setzt man an Stelle v, v, + 2@ und fiir
o — v,) =+ &P Gy, —23),
so erhilt ¢ (u) die Gestalt:

o(u—
p(u) = Cn c(u—v ) ’
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aber hierin muls

sein. Man kann also 2m 4 1 Grolsen v,, %,, C so bestimmen, dals
die doppeltperiodische Function ¢ (%) mte® Grades in dieser letzten Form
erscheint, doch ist dann die Summe der Grofsen v, gleich der der
Grofsen w,. Wenn umgekehrt die Grofsen u,, v, (p = 1...m) die

Gleichung Z(u,, — v,) =0 erfilllen und niemals eine der Grolsen u,
u=1
einem v, congruent ist, so stellt

o(w—
Y I I o(u—1o )
u=1
eine doppeltperiodische Function m's® Grades dar.

Bezeichnet w, eine den Grofsen u, und v, incongruente Stelle, so
kann man endlich

(1) ﬁ su—1u,) olug—v,
P () = =i o (U — u, L) o(u ‘—o,‘)
setzen.

Da die doppeltperiodische Function ¢(u) -} A dieselben Unend-
lichkeitsstellen v, besitzt wie @ (%) und die m Nullstellen %, aus einem
Periodenparallelogramme der Gleichung geniigen:

D= +2w

und ferner die Summe der Werthe des Argumentes, fiir welche ¢ (1) 4- A4

gleich A4 ist, ebenfalls 20,, congruent ist, so folgt, dafls die Summe

derjenigen Werthe aus einem Periodenparallelogramme, fiir welche eine
doppeltperiodische Function mt= Grades ein und densclben Werth an-
nimmt, bis auf Perioden constant ist.

Lifst man in unseren Formeln (:’1) unendlich grofs werden, in-

defs 2@ endlich und von Null verschieden "Veibt, so wird aus ¢ (u)
eine eindeutige einfachperiodische Function } wehen, die im End-
lichen den Charakter der rationalen Functi \tzt. Berlicksichtigt
man, dafs 6(u¥ — ') in den Ausdruck

2 — g\ 2

= (“. “—) 20 . w4 —u)
—~ 8§in ————
n 20

36 Zw

iibergeht, so erhilt man aus dem zuletzt angegebenen Ausdruck fiir

2 gie Function:
(%)
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xU—% x(%y—v,)
! ) gin 2w

m_ sin

- 2m —
. ®ity—4%,) z(u--v)
=1 sin 8in —-- —-
# 20 2w
oder
ni ni i i
(u—uy) —(—uy) 5 - (4o - o) —(ug—ve,)
LU, * e _, L LI L T I [ 1
’ AT 13 N N, &
a=1 e(uo—-u,.) so e- (=) o -e(u— o) v _ (w—v,) ET™
wmi
die eine rationale Fuunction der Exponentialfunction ¢ ® ist. Aber eine
uni

rationale Function von ¢ ® , die im Endlichen keine wesentlich sin-
guliire Stelle besitzt, wird nicht aufhdren, einfach periodisch zu sein,
wenn sie im Endlichen nicht dieselbe Anzahl von Nall und Unendlich-
keitsstellen aufweist. lhr Ausdruck lautet:

('!"!' el
i c® e ®

rle0) = ce=t e

"7 uni ”‘
uni w ni

— (u+u)2 ((u—u) —(u-u) u)

eﬁ.l _ew
. n
"’"l l sln(u—u,,);_!a;

AT _

f] sin (u — v,) 2’;

r=1

hervor. Auch diese Function kann aus der doppeltperiodischen Function

upd wenn man hierin

setzt, geht die Form:

@ (u) entspringen, wenn man nur zugleich mit ﬂt(—g} m — p Null-
stellen «, und m — ¢ Unendlichkeitsstellen in’s Unendliche riicken lifst.
In der That: zerlegt man « in

E20 4 £ 20
so =t (2.

so ist ersichtlich, dafs bei dem genannten Ubergange von einem Factor

i ni
(u — u) - (4 —u) -—
e 20 e o

und schreibt

) A N1
(1= ) 5o — (= u) g -
e 2w e 2w
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als Grenzausdruck nur

i
ci (w— ) 'S

itbrig bleibt und das allein ist bier nothwendig.

§ 59. Neue Definition der doppeltperiodischen Function p(u).
Darstellung jeder doppeltperiodischen Function durch p(u)
und die Ableitungen dieser Funection.

Wir kehren zu den doppeltperiodischen Functionen zuriick.
Ist von den (n 4 1) Grofsen

Uy Ugy oo thny () F ty + - - -+ th)
keine der Null congruent und sind von den ersten » keine zwei ein-
ander #quivalent, so ist nach den fritheren Sitzen
"
o(u+u <4--- +u,,)Ho(u—u,)

V(W %y, Uy, ... %) = Cyp — — aﬂ_-‘_,(“;—‘
eine doppeltperiodische Function (» 4 1)'** Grades mit den Unendlich-
keitsstellen (% +4- 1)tr Ordnung w = 2pw 4 2p’' @’ und den Nullstellen
erster Ordnungu, +w (v=1,2...n) und — (u, 4 4, + - - + %) -} .

Speciell hat die doppeltperiodische Function zweiten Grades mit
den zweifachen Unendlichkeitsstellen w die Gestalt:

¥ (u, u)=C, ‘c(l"‘"+u7'2(:‘(;"——‘u') )
wo u, der Null iniiquivalent sein mufs. Verfiigt man dber die Con-
stante C, derart, dafs die Entwicklung von ¢ (4, %,) in der Umgebung
1
ot (uy)’

der Stelle ¥ =0 mit dem Gliede % beginnt, setzt also C;, = —
8o hat die entstehende Function

1 o (4 4 4y) o(u — %)

V() = — ) et
die Eigenthiimlichkeit, von der uns schon bekannten doppeltperia-
dischen Function

d? log o(u 1 1 -1
— g = = G+ gz(@i’—c—cr o
hochstens um eine ganze Function abweichen zu konnen, weil die
Differenz p(u) — ¥ (v, «,) im Endlichen nicht unendlich wird. Diese
ganze Function mufs aber eine Constante sein, weil p(%) — ¥(u, «,)
doppeltperiodisch ist und zwar ist ihr Werth p(x,), denn p(u) — p(u,)
verschwindet ebenso wie ¥ (u, »,) an den Stellen + %,, — u,. Daher
besteht die Formel
o(u+ ) a(u —u)

p(u) - p(ul = = 6% (u) 6’(“0
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o(uy+ v, '+“u+vn)[[ 6(“1 —%,) Hd (”1 - ”,.)
_ X ad M
H o(u; +v,)
"

annehmen, wobei die in dem Zihler stehenden Producte nur tiber die-
jenigen Factoren o(u; — %,) und o(v; — v,) auszudehnen gind, in
welchen 4 < u, indels im Zihler alle (n 4 1) Factoren o(p1 + v,.)
(4, u=0,1,2...n) stehen. Die Determinante — R ist aber gerade
gleich dem letzten Ausdruck, d.h. es kommt jetzt keine Constante mehr
hinzu. Fiir » = 0 ist das unmittelbar zu ersehen und allgemein la(st
sich diese Behauptung durch den Schlufs von n auf n 4- 1 beweisen.
Multiplicirt man nidmlich die letzte Zeile der Determinante mit w, 4 v,
und setzt hierauf u, = — v,, so verschwinden alle Glieder bis auf
das letzte

= @ (U, Vg, - - - Un, Ua)

o (u,+v,)
(un + Q)n) 6(“'-}-9.) )
welches fiir 4, = — v, den Werth 1 annimmt, da die Entwicklung
von 6(u) nach Potenzen von % mit dem Gliede « beginnt. Die De-
terminante geht also in die entsprechende mit den 2n Argumenten
%oy Vgy...Un—1, Ua—y Uber. Setzt man auch in dem — R angeblich
dquivalenten Ausdruck, nachdem er mit w, 4 v, multiplicirt ist,
%y = — v, und bemerkt die Beziehungen:

6y, —u,) a(v, — pF)- _ _ _
_‘(“.+“,.)-¢(v,,+o,;) =1 (gp=0,1,2...0—1)

und

derentwegen dieser Ausdruck ebenfulls in den analog aus den Argu-
menten w%,, vy, ... %1, va—; gebildeten iibergeht, so erscheint der Be-
weis erbracht. —

Schlielslich kann man die doppeltperiodische Function (n < 1)tee
Grades ¢ noch rational durch die Function p und deren erste Ab-
leitung p’ ausdriicken, denn es ist offenbar auch

0 1 c 1
R R ACOEY (CORE NS A\ lut AN
2 p(uy) — p(ve) 2 p(u) —p(v)
CR—_ . .
1 P (w,) — p'(v) 1 P(w)—9(v,)
2 pluy) —-pwy) 2 plw) —p(v,)

Da man aber der doppeltperiodischen Function zweiten Grades mit den
zwei Unendlichkeitsstellen — v, und — v, und den Nullstellen %, und
— (v + %, + v,) die Gestalt
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= |1 p(u), . s+ w)o(u—u)

Pl #) =17 piw) W) ot(u) '

1192168 1% 1 th) a(u — %) 6(u — u,) 6(t%) — )
e 6% () 63(u,) 6 (tp ’

o%, u, u,, u;)==

— 112131 6 (U-u, 1, uy) 6 (1% — 1)) 6 (16— 2y) 6 (U—1g) 6 (%; ~ g 6 (1%~ 183} 0 (Ug— ty)
e o' (u) o' (%) 0'(Up) 6'(thy)
usw., so folgt durch den Schlufs von n auf n 4 1

P(U, %), ty, ... Upy) =

a(n—1) "("+“n+“t+---+u,.)nc(u—u,)~l Ic(u‘—u")
=(‘—l) T . ml— v A
() ”0"'*" (w,)

r=1

¢ (u, u, u) = —

wo wieder A < p (4, p=1, 2,...n) sein muls,
Sind nicht allein die Grofsen

Uyy thyy ooty (U 4ty 4o 4 w),
V1) Uy tay (0 + 04+ va)

(n 4 1) der Null indquivalente Grofsen und werden die Differenzen

sondern auch

Uy — Upy U2 — Yy V21—V
nicht zu Perioden, so ist der Quotient -
9’(“’ uh-'-“,‘)
o, v,...v,)
eine doppeltperiodische Function (1 + 1)'» Grades mit den Nullstellen

Upy Ugyoootlny — (thy + thy 4 -+ - + ty)
und den Unendlichkeitsstellen

Uiy Uyyeeny = (0 F 03 - -+ 04)
und @ (%) kann als rationale Function von p(w) und deren (n — 1)
ersten Ableitungen dargestellt werden*). Die doppeltperiodische Func-
tion zweiten Grades mit den einfachen Null- und Unendlichkeitsstellen
u, und — u, respective v, und — v, erscheint aber wieder als lineare
Function von p(u) allein:

C- = (1)

o P(W) —p(w)
p(u) —pivy)
und wir erschliefsen, dafs p(u) und p’(w) in einer algebraischen Be-

ziechung stehen, was ja auch nothig ist, damit die Darstellungen von

g Pty vy ty) v v v
C PV e ) und D(u, vy, %, V,,... %, Uy)

*) Formeln und Lehrsitze § 14,
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die Relationen

29 D0 —20C =0, 24 D0V —2a'C, =0,
u=1 u=1
und weil die Determinante dieser Gleichungen nicht Null ist, hat man
C,=0 und CW4+CO+4...4+CV=0
Daun aber besteht die Formel:
-1—1 2 2) *
l)nx(u ",) 1)0( d‘a(u—v) )
o) = 0+ ST 3 3 s
u= = =1
und wenn speciell @ (%) an der Stelle ¥ = 0 von der n'" Ordnung un-
endlich ist, wird C, =0 und

p) = C + Copw) — G 9 () + - - - + T oope—n )

=ag+ a,p(u) + ag P (W) + - - - + aap*(w),
wo man iiber die Constanten derart verfiigen kann, dals ¢ (u) an (n — 1)
vorgegebenen Stellen u, verschwindet. Die letzte nt* Nullstelle geht
dann aus der Gleichung

AUy =0

hervor.

§ 60. Gleichung zwischen p(u) und p’(u).

Um zu erkennen, in welcher Beziehung p(u) und p’(%) zu ein-
ander stehen**), stellen wir die doppeltperiodische Function dritten
Grades p’ (w) mit der dreifachen Unendlichkeitsstelle ¥ = 0 und den

Nullstellen ¥ = w, ®, — (@ + ®’) durch die Function &(u) dar. Weil
das Anfangsglied der Entwicklung von p’(u) um die Stelle u=0 — ;,
ist, hat man
’ _ (o4 o + %) 64— o) 6(u — o)
P = =2 @ ew) slwt o)

doch weil p’(u) eine ungerade Function ist, gxlt auch

, ) . c(m—i—m—-u)u(u-}-m)a(u-l—m)
— (=W =p)=- 6' () 6(@) 6(@) 6(@ + @)

Bezeichnet man ® 4 @  mit ", so gibt die Multiplication der beiden
Ausdriicke fiir p'(%) die Gleichung
c(w+u) o (0 — u) a'(m + ) o6 (a” —u) o0 | u)a(w — u)

. (W)= 6*(u) o*(w) o?(u) ¢t (") ot (u) o¥ (@)
oder

(p W) =4(pu) — p(@) (r®) — p(@") (pu — pa)).

*) Kiepert 1. c. p. 25.
**) Kiepert 1. c. p, 24.
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Schreibt man fiir
P(“’) =¢, p(0')=1¢, p@)=e¢,
etete = 4; e 6 te et e, = —%’) 0132"’3‘=%':
so erhdlt die letzte Gleichung die Gestalt:
(@) = 4(p(w)—e,) (p(w) — &) (p () —e5)
(7' (W) = 4p* @) — 9, p* (W) — 9, (W) — g5-

Die Coefficienten g,, g,, g, konnen wir berechnen, indem wir p(u)
und p’'(w) mit Hilfe der Darstellungen

1 U 1 1 , 5
p(w) = ;‘—'+,;,;" ((,;;;)a— o) P =— 3‘2‘2(7_'@

in der Umgebung der Stelle ¥ = 0 nach Potenzen von u entwickeln,
die so zu gewinnenden Reihen in der letzten Gleichung einsetzen und
die gleichnamigen Coefficienten vergleichen.

Bildet man

p(¥) = +2’<w’(1——_"—))
- +§ (;: ;.7+,7,(;)’+$; Ly 4 )
und beachtet, dafs die unbedingt convergenten Summen
Zlﬁ (v= 1’2;3,---)

",F

verschwinden, und bezeichnet man die Summe 21 mit ¢,, so folgt
w

| ot?
Moo
PW) = S+ D)@y — 1w
r=1
und darum wird

W) = — 5+ 22(2v — 1) (v — 1)c,utr-3

=t
P(8) = & + ¢, + 10¢,u? + (14c, + 9,y ut - -
PW) = 55+ 4 166 + (2le, + 2T u + -
(P W) = e — ?i”-'. — 80¢g — (168¢, — 12¢,2)u? + -
Dann aber ergeben slch d1e Beziehungen:

9, =0, —24¢,=236¢c, —g,, —80¢c;=060¢c,— g,
oder
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g9 = 4(e, + e, + ¢) = 4(p(@) + p(e@”) + p(@)) =0
0 = —4(ere, + e+ e,6) = 2(e + &2 + ) = 60D =
u,u

"1

9s deje 0 = 1402 w
Iy
und alle iibrigen Grdfsen

l -
"':gm (v=4,5,6...)

werden ganze Functionen von g, und g; oder ¢, und ¢;.
Die verlangte Gleichung zwischen p(«) und p’(u) lautet jetzt
(7' (u))? = 4p>(4) — 9,0 (4) — gs-
Doch damit wird
P'(w)=6p'(w) — 1g,, P®(u) = 12p(w)p'(w),
P9 (u) = 120p%(v) — 18g,p (v) — 12¢,,
2% (4) = (360p° (u) — 18g,) p(u)
usw. Allgemein ist jede gerade Ableitung p**)(u) eine ganze Func-
tion von p(u) allein G(p(u)), hingegen pB?+"(u) hat die Gestalt
G’ (p).p'(u), deun der Schlufs von n auf (n41) gibt in der That:
P (u) = G”(p)(4p* () — 9,9 (W) — g) + G'(p) (6p* () — 1 9,) = G1(p)
P9 (u) = G/ (p). ¥’ ().
Jetzt lafst sich mit Riicksicht auf die Entwicklungen des vorigen -
Paragraphen der allgemeine Satz aussprechen:
Jede zu einem Periodenpaare (2w, 2w") gehiorige eindeutige doppelt-
periodische Function @ (u), diec im Endlichen vom Charakter der ratio-
nalen Function ist, lafst sich rational durch die zu demselben Perioden-

paare gehirende Function p(u) und deren erste Ableitung p’'(u) aus-
drticken.

Wenn ¢(u) und ¢’(u) rationale Functionen von p(u) und p’(u)
sind:

9(u) = B, (p(w), p'(u), ¢'(4) = R,(p(u), p'M),
mufs auch eine algebraische Gleichung zwischen ¢ (%) und d—dg be-

stehen, denn die Elimination von p(u) und p’(u) aus den Ausdriicken
fir @(w) und @' (u) liefert eine solche Gleichung

G(Z—:, (p) = 0.
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sind alle Coefficienten B, Null zu setzen. Die Differentialgleichung,
der ¢ geniigt, lautet daher:

(32) = A¢* + 4B9* 4+ 6Cy* + 4Dp + E
oder
39) — 4(p — a,)) (9 — &) (9 — a5) (p — a,).
Besitzt die Function ¢ nur Unendlichkeitsstellen zweiter Ordnung
v+ w, so hat man
P = (“—_'1—,5;'2 + P(w — v),
aber niemals
? = asit ey T B —0)
anzusetzen, denn nach dem Fritheren hat ja ¢@(u) die Gestalt
Gy + a;p(u — v).
Entwickelt man u—v nach steigenden Potenzen von (p1):
v =% (5)
80 bekommt die Ableitung
= st B =)
als Function von ¢ die Form:
—ZL: = as"" + azq’; + a, 'Pi + a, + (:; %(;;) :
Doch weil
(42) = 49" + 8B+ 3Co+ D+ - --
wieder eine eindeutige und ganze Function von ¢ ist, wird die Diffe-

rentialgleichung lauten:

do\?
(@) = 49°+3Bg* + 309 + D = A(p—e) (p—e)(p—ey).
Es handelt sich nun darum, die Bedeutung der Grilsen a,, a,, a,, a,

beziehungsweise ¢,, ¢,, ¢; zu ergriinden.

Ist die Summe zweier zu demselben Functionswerthe ¢ gehoriger
indquivalenter Argumentswerthe w bis auf eine Periode 2¢, so wird
9 = —¢'@c—u),

d. h. die Ableitungen haben an den Stellen u und 2¢ — u entgegen-
gesetzte Werthe. Nimmt man an, dafs ¢ nur Unendlichkeitsstellen
erster Ordnung besitzt, so muls ¢’ (u) an der Stelle u==c endlich sein,
denn andernfalls hitte @ («) die Unendlichkeitsstellen = c4w zwei-
ter Ordnung. Man muls dann wegen der Gleichungen

¢'(c)=9¢'(c) und ¢'(c) =—¢’(c)
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von % einen von den Nullstellen der ganzen Kunction G(¢p) verschie-
denen Functionalwerth willkiirlich zuordnet, zur Definition der doppelt-
periodischen Function zweiten Grades. Weil jede solche Kunction als
lineare Function von p(u) oder p(u -+ v) darstellbar war, wo v eine
Constante ist, kann wan die genannten Differentialgleichungen durch
lineare Substitutionen ineinander transformiren und speciell die eine
untersuchen, welcher p(u) geniigt.

Wir wollen daher die Frage, was die doppeltperiodische Function
zweiten Grades ¢(u) fiir eine Beschaffenheit erhilt, wenn zwei Wur-
zeln der Gleichung G (9) =0 einander gleich werden, dahin speciali-
siren, dals wir nur die Beschaffenheit von p(u) erforschen , wenn die
Gleichung

Gp) =4P —grp—gs=4(p—¢)(p—e) (p— ) =0
zwei gleiche Wurzeln hat. Da aber ¢, =p(w), e,= p(@"), ¢;=p(a’)
ist, kann die Gleichheit zweier Wurzeln e; nur ein besonderes Ver-
héltnis der Perioden 2® und 2" nach sich zieben.

Es liegt nahe zuniichst festzusetzen, dals :R(%) unendlich wird,
withrend @ von Null verschieden ist. Weil dann

' (u)
W cotg 5o + 3 (20,) %
ist, wird

_ dtloga(wu)

dw - — () = (2m) (_u_,.) : (%)’

cos (
v (3a)
d. h. p(u) und seine Ableitungen sind nur mehr einfachperiodische

Functionen.
Substituirt man diese Ausdriicke in die Gleichung

(P (W)’ = 4p°(4) — g, () — g5,
so erhilt man die Beziehungen:

4 . 8 6
und somit =3 (%) » 9= 7’7({.71‘6)

9 ’
(2m = —’g—: y 928 — 2195 = 16(e, — e (e — €,)’ (6, — ;) = 0.
Es miissen daher zwei Wurzeln ¢; einander gleich sein, und zwar

hat man:

p(@) = (zm) ) %)!= %(i,:_,)'= 3o

e:‘=ea=_gg'=—l( )

P = —2(5
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identisch erfiillt, indem ¢ (%, 4,, %,) auch fiir y=wu,, 4, verschwindet.
Daher kann man die angeschriebene ganze Function von S gleich

—4(p(w) — (o) (S — p(u + 0)) (S —p(w)) (8 — p(v))
setzen, und nun gibt der Vergleich der Coefficienten von S? die Glei-
chung:

4 (p(w) — p®)" (p(@) + p(0") + p(@)) + (¥ () — p' )" =
=4(p(w) — p()) (p(w) + p(v) + p(v + v))

. 1 /9 () —p (v)\?
‘ p(u+v) = — ( )_,_ (__j —_ (p(u)_l_p(v)).
Darnach st

p — ) = (5L EL S — (p(w) + p (o)

oder

und
_pwp®
(p)—p@)’

Wir sehen also, dals p(u 4 v) eine rationale Function von p(u),
p(v), p'(w), p’'(v) und dann nach Elimination von p’(w) und p’(v)
auch eine algebraische Function von p(u) und p(v) wird.

Pl +v) — p(u — 1) = —

Aber nicht allein die doppeltperiodische Function p (u), sondern
jede andere ¢(u) mit der einzigen wesentlich singuldren Stelle % =00
hat ein algebraisches Additionstheorem, denn wenn

p(u) = R(p(w), @), @) = R(p(),v),
‘P(“'l'v) = R(I’("'I'”);P'(""'”)) = R,(p(u),p(v), p'(");l."(”))

ist, so kann man mit Riicksicht auf die Gleichungen

(2'(w)* = 4p°(«) — 9, 0(%) — 9

(W) = 4p*() — 9. p(v) — 9,
eine algebraische Gleichung

G(opu ), (), o)) =0
fiir ¢ (44 v) ableiten, deren Coefficienten rationale Functionen von
¢(«) und @(v) sind. Man nennt die doppeltperiodischen Functionen,
welche im Endlichen vom Charakter der rationalen Functionen sind,
elliptische Functionen; diese haben also ein Additionstheorem.

Sollte man umgekehrt z = p (u), y = p'(u) auch rational durch
£ = p(w), n = @' (u) darstellen kénnen, dann erhdlt das Additions-
theorem fiir die Functionen ¢(u) dieselbe Gestalt wie das der Func-
tion p(u), denn

@(u +v) = R,(pw), p(v), p'(w), p'(¢))

wird eine rationale Function von ¢ (u), @ (v) und den ersten Ablei-
tungen ¢'(u), ¢'(v).
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in_die Gleichung

Y =da’— g,z —g,
umwandeln kann, dann darf man £ und % als doppeltperiodische Funec-
tionen @(x) und ¢’'(u) eines Parameters u auffassen und die Perioden
von ¢(u) und ¢'(x) sind diejenigen, welche der durch die Differential-

gleichung:
(d )'
y7= ez _.4x3_gzx_gz

definirten Function 2=p(u), die fiir ¥=0 unendlich wird, zukommen.

Die Gleichung G (&, ) = 0 kann nur vom ersten Range sein,
denn es gibt ja rationale Functionen von § und %, die nur an einer
Stelle u des Periodenparallelogramms und nur an einer Stelle (§, 1)
von der zweiten Ordnung unendlich werden. Umgekehrt sieht man,
dafs die algebraischen Gleichungen ersten Ranges mit Hilfe der ein-
deutigen doppeltperiodischen Functionen zu discutiren sind.

§ 62. Berechnung primitiver Perioden.

Nun handelt es sich aber um die Berechnung primitiver Perioden
der durch die Differentialgleichung

(g{)’ =42 — g, — g,

definirten doppeltperiodischen Function z = p(u).
Da die Gleichung
P (u)p (v)

Pl A o) =Pl =) = = o

besteht und andrerseits fiir jede Periode @ die Differenz
p(u+ @) —pu — @)
verschwindet, so gehen die halben Perioden offenbar als Losungen der
Gleichung
p(®)=0 oder p'(v)=0

hervor. Indem aber die zuerst genannten Werthe v zu keiner neuen

Definition der Perioden fiihren, brauchen wir nur diejenigen Werthe
v zu suchen, filr welche

(@) = 4(p() — &) (p(v) — &) (p(v) — &)
verschwindet.

Bedeutet hier ¢, den Werth,; welchen die Function fir v = a4 w,
¢; den Werth, den p(v) fir v=0'+w annimmt, so ist e, der Werth,
den p(v) an den Stellen v = @+ o'+ w = 0"} w erhilt.

Angenommen, man habe aus der Differentialgleichung

du\? 1
1) = e G ey @=00 ¢=0)
irgend zwei u-Werthe 0, = o+ w und o, = o'} 2w ermittelt, fir
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: dx
darstellbar ist, so wird die Function, deren Ableitung nach ¢ d—‘)
ist, nirgends unendlich. y
Bezeichnet F(z,y) irgend eine rationale Function von z und y
und stellt man das Differential F(z, y)dz in der Umgebung einer
Stelle (z,y) in der Form P(¢)d¢ dar, so heilst die Differenz der
Werthe derjenigen Function von ¢, deren Differential 3 (¢)d¢ ist, fir
zwei Stellen #, und ¢, des hier benutzten Elementes des algebraischen
Gebildes das von ¢, nach ¢, erstreckte bestimmte Integral:

Y
':/"B(t)dt.

Entsprechen den Werthen ¢ = ¢, ¢, die Stellen (z,,y,) und (z,,y,),
so schreibt man das Integral auch in der Form

(23 32)
fF(x, y)dz.

(Z1,90)
Will man ein Integral von (z,,y,) nach einer einem zweiten Functionen-
element angehdrigen Stelle (z,, y,”) erstrecken, so suche man einen
von (z,,y,) nach (z,, y,) verlaufenden continuirlichen Weg mit den
vermittelnden Stellen

@1, 91)s (T2, %2), - - (Tus Yn)
und verstehe unter dem bestimmten Integral

(&'sy') n (Erpe v
fF(xy)dx - die Summe fF(xy)dx,
(%2, 90) =0 e w

wobei (Taq1, Yn41) fiir (z, y,) gesetzt ist. Mit der Wahl des von
(%, 9,) nach (x;, y,) sich erstreckenden Weges hat das bestimmie In-

(=o'y #0')

tegral f F(zy)dz auch einen bestimmten Werth.
(%os ¥o) 'y
Na¢h diesen Bemerkungen wird das bestimmte Integral %‘t
nirgends unendlich. (For 90

Wir denken nunmehr die von einander verschiedenen Wurzeln
der Gleichung
42 — g,z —g; =0
¢, ¢, ¢, mit Rilcksicht auf die Beziehung ¢,4-¢,} €3 =0 so geord-
net, dafs e,—e,, e,—e, und dann auch e, —e; positiv werden, d. h.
positive reelle Bestandtheile oder — falls diese verschwinden — doch
positive imaginiire Bestandtheile besitzen. Dann kann keine der Grofsen

—e e —e
@79 _x2 und 4T
e, — ¢ e, — e

= x'?
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/: Sy e
0y = 1 S . ,
2VEVE+ (e, —e) Vet (e, — )

0

in welchem y'§ der positive Werth beigelegt werden mufs und die
iibrigen Wurzeln derart zu wihlen sind, dafs ihr reeller Theil posi-
tiv ist.

Bevor wir die gefuridenen Werthe @, und w; in anderer Form
darstellen, bemerken wir, dafs die Function p(u) fiir

U= =potqo
gleich ¢,, e,, ¢, ist, je nachdem die Zahlen p und ¢ (die nicht gleich-
zeitig gerade sind) den Bedingungen
r=1, ¢g=0 (mod 2)

oder p=1, ¢g=1 (mod 2)
oder p=0, ¢g=1 (mod 2)
geniigen, und dafs die Gleichung

’ 2
v+ B)—a = % (1‘,"(5)(1)',;) —p(u) — 2¢

mit Riicksicht anf die Formeln:

(¥ W) = 4(p() — @) (p(v) — €) (p(v) — &)
eat+e+e =0
in die folgende umzusetzen ist:
(2= ¢ (& —¢,)
p(u)—¢
Setzt man nun an Stelle des fritheren « @y -+ %, und lifst ¥, von O
geradlinig nach o, gehen, so wird

P) = Bl + @) = 1 DE =2
von e; nach e, iibergehen, und wegen des vorhin negativ genommenen
P (w) ist

P =p(uw + o) = —

pu+ @) —a =

(e1—6)(er—6)
(o) — ) * ()

gleichzeitig positiv zu nehmen. Da % jetzt von @, nach o, geht, er-

hilt man
Wy @, o h<] -
° ¥ * dx * dx
J o _J W= = Jrzw =) vea
ay L0 LY

Ersetzt man das frithere v durch @, v,% und geht v, von Null nach

%’ iiber, wobei

p() = ployit @) = ¢ + E=@—0)

p(vi) —¢
von ¢, nach e, gelangt und



Doppeltperiodische Functionen. 399

ey —ey) (e, —ey) i
(ron—ay £ @D

einer positiven Grofse mal : gleich zu setzen ist, so kann man @, in

der Form:

re) =p@i+e) =

'
. [ dx . dx

Wy == 3 S s = ——

schreiben. —
Eine andere gebriuchliche Form fiir die halben Perioden findet
man durch die folgenden Erwdgungen.

Es war
p) — plo) = LY.
Wenn hierin v eine halbe Periode @ ist, fiir die p(@) = ¢; sei, so

0 m""u)c m_u

Wird wie friher 7 = _(ﬂ) gesetzt und fithrt man die Bezeichnung ein:

i@t _ o@—u

Q) = " - g o@)

so folgt die Glelchung
Ul(“) 2
p) — & = ( 1=1,2,3)

o(u)

Zwischen den neuen ganzen Functionen o;(«), die an der Stelle u=0
den Werth 1 annehmen, bestehen die Relationen:

0,%(u) — 6,2 (u) + (6, — &) 6*(u) = 0
0, (u) — 05 (¥) + (6, — &) 6*(u) = 0
0;*(u) — 0,7 () + (65 — ¢,) o*(u) = O,
die man einfach durch Elimination von p(u) erbdlt. Setzt man die
Identitat
(piw)—e) (e;—e;)+(p(w) — ) (e3—e,)+ (2 (1) — &) (e, —e,) = O
in eine zwischen den Functionen o6;(%) um, so ergibt sich:
0,? (1) (e,— €3)+ 0,7 (u) (63— ¢,)+ 05 (u) (¢, —e,) = 0.
Diese Relationen benutze man zur Ablextung der Differentialglei-
chungen, welchen die zw6lf Quotienten
a;(w) o, (%) 6 (1)
) = £, a:(h) = gp.v) 6, (%) - go.z

geniigen. Zunichst ist

, 2(%) , (1)
(7 @)y =4 (2 BV 2 gy,

(du (p(w) — c;)) — 4210(11510)

Doch weil
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(%20) = 5o

ist, erhilt man

und ferner
dg
G e

denn &30 wird an der Stelle ¥ =0 unendlich und nimmt von da an
d

ab; offenbar ist auch lim j:" —;2 = —1,

Da nach den fritheren Gleichungen
gfo 8,4 (e, —e)=0, & e (ea—e) =0, &3 —& - (ea—e,)=0

ist, wird

d§
(F2) = 8.8, = @+a—c)Erea—e,).
Ebenso geht die (zlelchung
aa(u) (%) o, (u)
P = — 2B n
(w)
in die folgenden Differentialgleichungen iiber:
d da :
j::! == (ep '—'er) glvg()v und di:a‘ = gplgvla

und es ist filr 4 =0

d
Eiv=1, £2=0 und df:”=],

Die Differentialgleichungen erhalten aber auch die nachstehende
Form:
dE, \? e
(—d“- ) = (e,‘ — el) (] - gp’l') (1 - e—"_: Epv)

dg

(52) = (- @—a) 8 (1 — (e —a) &)
und jetzt dbersiecht man unmittelbar, dafs wegen der leicht zu veri-
ficirenden Relationen

(—l_P{“))_(:—‘_il_)_l_e = (e'_el)gll*""el = (er"'ep)glv""el‘ (A)

1
o = ! _ dka _ K

Vel“ea }/1— g }/l—n 5’ V_E:_——Ta

d;n K’
“afl/l—gs, }/l—u 532 V‘t—fx

wird, wo in den geradlinig auszufiibrenden Integralen K und K’ die
Waurzeln diejenigen Werthe besitzen, deren reelle Bestandtheile positiv
sind und der Werth von p/e, —e, beliebig zu fixiren ist, —

und

t
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denn es ist
(e,—ey) (e,~¢,) e—e,
o+ TRV — - (1- 2200
oder
(e,—e;) (e,—e,) e, ¢,
e+ - ::_c ) eg-—|—(e,,—cl)(l—c:_:elg1,).

Da nun die Gleichung

o) _ “zdzx 1 V.R(a‘)_'_ 4+ (¢, —a)e,—¢) dz

s~ JVR@  zz-e, fV ./ z—¢  VRw@
in der Umgebung der unendlich fernen Stelle richtig ist, d. h. weil die
Entwicklungen beider Seiten als Functionen von % in der Umgebung von

% == () oder als Functionen von z in der Umgebung von z = oo iiberein-
stimmen und somit auf keiner Seite eine Constante hinzuzufﬂgen ist, folgt

—_ & __ d&y d
n Vc. - Bfl/l—gl,;/l—u’g +ra—a f;/l—amt/i—u A b

l .g
_t dbm ____ _iye s Pl I
V —clz' V’.—lésgl/l—ﬁ,ggss T

Ny =" 32

V 1V 1—* &,

Denn wenn u von O bis @, oder @, iibergeht, durchléuft £, und &,
die Werthe von 1 bis O und z geht von oo bis ¢, oder von —oo bis
¢,. In den neuen, geradlinig zu nehmenden Integralen

1 1
n§ , 1— E”
_dt, uwnd E f -k
f 818, Vi—g o

haben die Quadratwurzeln wieder diejenigen Werthe, deren reelle Be-
standtheile positiv sind.

Setzt man
K - e ’ —
n = _V:’:e‘;"l"l/"n"esE’ 'la=_Vc_.eaK"“ —eakE

und bemerkt, dafs bei den getroffenen Festsetzungen

R (.:' i/ = R (ﬁ)

positiv ist, so hat man endlich zum Beweise dafiir, dafs 2@, und 2w,
primitive Perioden sind, zu zeigen, dals die Gleichung
N0y, — 0, = i(EK'— KK'+ E'K) = —
besteht; doch gehen wir auf die Ausfiihrung nicht ein und verweisen
auf die Untersuchungen von Legendre.#)
Hier haben wir die verschiedenen Ausdriicke so gewihlt, wie sie
in den Formeln von Weierstrals angegeben sind.

A‘) Traité des fonctions elliptiques. I, S. 60, Siehe auch Durdge: Theorie
der_elli~%ischen Functionen § 70.
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Sind 2@, und 2@, primitive Perioden der durch die Differential-
gleichung

dx\t
(d§)=4~"3—92$—93 (=0, z = o)

definirten Function z = p(u), die in der Umgebung der Stelle u =0
die Entwicklung

p) = % + 2(2,, — 1)e,utr—2

‘v=2
besitzt, wo
4 1
2poy + 2p o)t .
ist, so ist klar, dafs ¢, ungedndert bleibt, wenn man 2@, und 2w,
durch dquivalente Perioden 2@, und 2@, ersetzt oder — was dasselbe
heilst — wenn man o, und @, einer ganzzahligen Substitution:

Ty =po,+ go,
=y, + do,
mit der Determinante pq" — p'q = 4 1 unterwirft.

Die Ausdriicke ¢, sind, wie wir gleich nachweisen wollen, ana-
lytische Functionen von @, und a,*).

Cy =

r»=23,...)

Bezeichnet man den Quotienten %’— mit T =« 4+ f4, wo unter
1

der Annahme eines pbsitiven reellen Bestandtheiles R (T:';) a alle

reellen und B nur positive reelle Werthe erhalten darf, auf dals
lcfm'l < 1

ist, so kann man die unbedingt convergenten Summen in folgender

Weise schreiben:

o= 2 St
=(~'m)"‘[ 2( )0' 22 E(‘,."Jr,” ]

=1lpu=
Leitet man aus der Formel
+ Rimr

’
7 cotg Tu'mw = — i | pinen

oder aus der iquivalenten Gleichung:
S —’ lv, Y —_ . N riTp'd
+Z {rft +p “P""‘F}— i 2“‘2’:‘32 g

*) Vergleiche Hurwitz: Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Math.
Annalen, Bd. 18, -
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9> — 219t = 16G = 16(e; — ¢,)* (¢, — €))7 (¢y — &)’
= 16(x*x?)* (e, — &;)°
oder mit Riicksicht auf die Relation
x4 x2=1
gleich 16(x2(1 — %)% (e, — e5)® ist, lifst sich J(z) als rationale Func-
tion von x? darstellen:
IO =57 @iy
und x? ist umgekehrt eine algebraische Function von J(z).
Eine weitere wichtige Gleichung ist die nachstehende:

27g,? (14 %0 (2 — %0 (1 — 2xn)
J@) —1= 99 — 2'79, = 27 (x* (1 —xt))? :

Es bandelt sich nun wieder um eine Darstellung von J(z). Es ist
mied 3
= (60¢,)*= (_) ( 202( ) + 320= 42413 c’gmu}
und weilﬂZ’(—) = —E(T ig— ist, gilt auch

12 xit 3
=(m) ‘12 +20213 ¢ :mul} .

Um den Nenner 16G in dem Ausdrucke fiir J(z) als Function von =
zu entwickeln, gehen wir zunichst auf die Relation
e~ M (m; + u) e"1%6(0, — u)
T ewpew) T T e(w)em)
zuriick und stellen o(u«) als Function von z dar.

Setzt man in

_'ll_“: . o sin? (
o (u) = e¥= 3:? sin —;ig: n (l - (::;n))

ETOR = VIT(_“)—"_“ =

=1

statt der Sinuse die Exponentialfunction und beniitzt die Bezeichnung:
uni
=z, ¢¢r=],

e l—h”"z')( —’_‘?')

o (u) = ¢tor —'i'; TI - - Z 74

8o wird

und hierin ist

= zw, +§ nm,n ] = 2,::, l‘li - 2 4’32") }
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ni
Gibt man hierauf » den Werth @,, wobei £ = ¢? = i zu setzen ist,

so folgt:
(A4 E™\2
v tum (11

0(w)=-—¢ :
(@, p [I(l-—h"‘ ’

eni
aber im Falle 4 =@, und 2 =¢* = h?* wird:

; ,g::. 20' T—h l ' (l _hﬂn-i—l) (l hihl— l)
0(0,) = 5 €™ i ™ s
AT l l (1 —A*")
oder weil

T wy* . Moy

o 2o men? | wmi Tuonm __mit e ?
— = ¢ ¥m to, o % =,

h—{ hl

ist, gilt auch die Formel

2oy 4 eq_,:. n(‘ — =) i-

o@)=2aie (L
) h':' n (1 —#™")
m,ui
Endlich bei der Substitution ¥ = @, und z = ¢ = zh’ ergibt sich
mit Riicksicht auf die Gleichung: .

mean® 1 L

- b LA,
o T2 o 1

1
h o1,
ai i,
wenn wir statt ¢* }/ ¢ schreiben:

2n—1
0(0,) = —2'& el’* H(l Ttk ))

Sh% [I(| - hh)

Nunmehr erhalten die auf Seite 403 angegebenen Wurzelgrofsen

Ve,—e, Ve —¢e, Ve —e
die folgenden Werthe:

Ve, — ¢ = 2’;'-410; TTa - sy [ ]+ wene
Vo= eg= S [T =ty [0+ tenys
Ver—er=yr- T [ —mm: [] (1 — nenaye.

— € — & .
“Z% ynd ¥'2 = 92—% ¢in-
€ — € € — &
deutige Functionen von z werden, denn man erhilt:

Man sieht zuniichst, dafs die Grofsen »? —
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s oo oo ()

Andrerseits folgt mit der Bemerkung, dals

[Ta—wya—w=na4+wya +wn=]Ta —w
ist, fiir

16G = 16(e, — ¢)*(e, — €5)% (e, — ¢&,)?

( 11(1 — hemyn
und darum besteht die Formel:
. hﬂl
(12 + 202 d h”')

3] (l — h”l,:l
1

An dieser Stelle erwdhnen wir nur noch, dafls die Function J(7) fiir
2ai

den Argumentwerth 7— g —=¢ 3 und alle daraus durch die ganz-

zahligen Substitutionen mit der Determinante 1 hervorgehenden Werthe
A

verschwindet, und andrerseits J(z) —1 fir t — i = ¢? und die durch

dieselben Substltutlonen entspringenden Werthe Null wird. Man kann

némlich zeigen, dafs in

D 2
J(t)——m(’ und %’C‘; =J(r) -1

9. = ("”:)'2(#+ ) firt=9¢ und g,= (;::’,sg(y—_{_l?;)‘ firv=1

verschwindet, indefs 16G an diesen Stellen endlich bleibt.

der Ausdruck

J(t) ‘-__0327 g.

In der That, wenn man die Glieder der Summe fiir g, zu je dreien
in folgender Weise zusammenfafst:

G+ Gl i) + )=
G+ v+,

so ist die Summe offenbar Null. Ebenso kann man in der Summe
fiir g, die zwei Glieder vereinigen:

Gaad m o) =3Gwd

und ihre Summe gleich
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miissen wir hier vor Allem die Substitutionen selbst betrachten. Wir
nehmen hierbei gleich den Satz vorweg, dafs es keine eindeutige oder
endlich vieldeutige Function geben kann, die unendlich kleine Sub-
stitutionen f(z) besitzt, d. h. solche, fiir die |z — f(z)| kleiner ist als
eine beliebig kleine Grofse. —

Wir nehmen an, dals die Substitutionscoefficienten a, b, ¢, d, die
im allgemeinen complexe Grofsen sein werden, eine Determinante

ad — be
gleich Eins besitzen, denn die Division des Zahlers und Nenners in

f(x) durch Yad — be gibt Coefficienten der verlangten Art.
" Sind die Substitutionscoefficienten reelle Grofsen, so kann man

sie durch Division von Yad — bc¢ oder ybc — ad in andere reelle der-
art umgestalten, dafs ihre Determinante 4 1 wird. In dem letzteren
Falle ist die Substitution von f(z) an Stelle von z — welche Operation
durch das Symbol

(x, ()

angezeigt werden moge — offenbar unter einer Substitution

ar+ B
ax+b ya: + dj___
cx 4 d’ ¢ &L + [}
11: x4 & +d
enthalten, wo a, b, ¢, d feste Grolsen und a, 8, y, @ reelle Coefficienten
mit der Determinante Eins sind.
Bemerkt man, dafs die Vollfilhrung einer Substitution (z, f'(z))
nach der ersten (z, f(z)) eine Substitution
ax+ b
) a P -+ 0
(. Fif @) = ( 2T
c—— +d
T+ d
gibt, deren Determinante das Product der Determinanten
ad—bc und a'd —0b'c

ist, so wird man zur Untersuchung der Substitutionen gleicher Deter-
winante blos di¢jenigen mit complexen oder reellen Coefficienten von
der Determinante Eins zu betrachten nothwendig haben:

Man nennt z dgquivalent oder congruent ¥, wenn es vier Grofsen
a;, bi, ¢, d; gibt, welche den Bedingungen:

b
¥ = % xi—d‘ y  @id; — bici =1
geniigen. Da umgekehrt:
1. (1) — 0.
g B by () =1

(— 79 2 4 a; '
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wird, ist auch 29 der Grofse z dquivalent. Ist die erste Operation
mit (z, f;(z)) bezeichnet, so deutet man die inverse Substitution durch

(fi(=), z) an.

Zwei einer dritten #quivalenten Grofsen sind untereinander &qui-
valent, denn wenn in
g BEFD L mrth
! ax+4dy? 7?2 &z + dy
die Determinanten gleich Eins sind, so gibt es auch vier Grolsen
«, 8, y, 8, fir welche
5 =210 ws—py—1
wird und zwar ist:

(aldl - blct)zt + (b-at - alb!)
T (¢ydy — cyd\)xy + (dy 8y — bye)
ad — By = (a,d, — byc,)(a,d, — byc,)= 1.

Ist nun F(z) eine analytische Function, fir die
b )
F(fo@) = F(22 1 0) = F2)

F(ftm (z)) = F(=),

wo [ (z) den durch mmalige Wiederholung der Substitution (z, f(x))
aus z gewonnenen Argumentwerth

f(f(.. f)..)
bezeichnet; die Function F'(z) bleibt zugleich mit der urspriinglichen
auch bei den neuen Substitutionen (z, f'™(z)) ungeiindert. — Be-
zeichnet man

Z,

ist, so wird auch

) () = % -:-d” ’
so ist
fo (2) = z+b, _ Ol 1@z +0)+ b, _(az+d)
d et d, T G mztb)+d, @zt d)
un

Umly — byl = (a, dl - b, C,)"‘ = 1.

Schreibt man fiir x 1 (z), fiir die inverse Substitution von 1 (z)
f=Y(x) und setzt

fB(@) = fON(fC0(@), [CI@) =N (D), ...
fem (@) = [0 (fC (),

F(f™(x)) = F(z),

wenn % irgend eine positive oder negative ganze Zahl bezeichnet.

so folgt ebenso

Es ist moglich, dals eine mmalige Wiederholung der Operation
(z, f(x)) zu dem Argumentwerthe z, = z zuriickfiihrt.
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Um die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir zu finden,
geben wir einer Substitution

(2,52 E5) @ —8r=1

erst besondere Normalformen.
Die beiden Werthe von z, fiir die z = '“-c +8 ist, sind

z4 8
;1 fa—-38 « 4 8\ w 1fa—8 o O\
1—7(——2— 3 —l) und:c=-—y—( 3 —-,/—2— —l)
uud darnach wird der Ausdruck
, gz’ + o« (— = . o
7—::‘; oder —- (—-—%—- oder :,,— %i%:—
14 Bz +a(-— L

(a + 9 ’/ (u F &\ i)z
=— 14 5@+ -@+o/EF o —4) =K
zu setzen sein und wit Hilfe dieses kann man in dem Falle von ein-

ander verschiedener Werthe 2’ und z” die Substitution y = _-_I-_ﬂ auf

die Form:

y-r _ gE—T
y-z T -
bringen, denn fiir z = 2/, ", — —f,‘ folgt wie frither y = &', 2", 0.

K der sogenannte Multiplicator der Substitution ist nicht gleich
Eins, wenn (e 4 6)? von 4 verschieden ist oder wenn z' und z” un-
gleich sind. Falls die Substitution reell d. h. die Coefficienten reelle
Grolsen sind, wird K reell, sofern

(e+0)2—4>0
ist und der absolute Betrag | K| ist von Eins verschieden. Ist aber
4 — (e 49)2>0,
dann wird X complex und |K|=1 d. h. der Multiplicator erhilt die
Form ¢¢, wo nun @ reell ist.

Sind «, 8, y, 0 ganze Zahlen, so kaonn (e + d)? unter der Be-
dingung 4 — («¢ + 9)2 > 0 nur die Werthe Null und Eins besitzen
und daun ist der Multiplicator

2md
K = —1, oder —(l, + 1’:3);6— P

Sind aber die Lisungen «’, z” einander gleich oder (a 4 8)? =4
und K = 1, so kann_die urspriingliche Substitution nicht mehr in der
fritheren Normalform angeschrieben werden, denn diese wird zur Iden-
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und die durch Iterirung dieser gebildeten Substitutionen. Hier verfiige
man ohne Riicksicht auf die bereits abgeleiteten Normalformen der
Substitutionen iber die Constanten «, 8, y, 0 derart, dals (z, ¥ (z)
eine moglichst einfache Gestalt erhilt, denn dann hat auch ®@(z) ein-
fache Substitutionen.
Soll 2 aus dem Nenner ausfallen, so mufs
¢,e® + (dy — a)ay — b;p* =0

werden. Hierin kann man « und p nicht gleichzeitig Null setzen,
sonst wire g(z) blos eine Constante und @ (z) hiitte keine einfacheren
Substitutionen als F'(z). Setzt man p = 0, so wird ¢, Null und F(z)
wilre bereits eine Function mit einer Substitution der verlangten Art.
Wir schliefsen daher den Fall y = O aus und l3sen die Gleichung

«) __G—dfea)y b
( y ) ¢ ( y ) c 0.
Sind die Wurzeln verschieden, so gibt es zugleich mit F'(z) eine Func-
tion @(z), welche eine Substitution der Form
(z, v(2)) = (2, Kz + k)
zulii(st. Bezeichnet hierauf (2, z(x)) eine neue Substitution (z, o’z 4 §),
8d existirt mit @ (z) eine Function % (z), welche die Substitation:
’ K ’ — k
(2, rior @) = (z, M2 EEE—F D)
gestattet. Wihlt man hier §' so, dals Kf — g’ -4 k verschwindet,
dann hat die neue Function ¥(z) die Fundamentalsubstitution:
(z, Kz).
K bezeichnet wieder den Multiplicator der urspriinglichen Substitation
(z, f(z)), wie man leicht berechnen kann, indem man nur nach der-
jenigen Substitution y = %;5_': db‘ (a,dy — byc, = 1) fragt, die mit
1

Hilfe der Substitution ¢(z) = Ldn ol PN y = Kz resultirt, auf

yx -+ &
dals also
a,x -+ b
“arta Y8 _ poaats
_qlm+b[+a_ 1x+(’
Y ¢z -+ dy

wird. Entsprechend den zwei Losungen fiir —:— gibt es aber zwei
Multiplicatoren, doch weil

F(f'(@) = F(z) = F(f~ ()
ist, wird der eine nur das Reciproke des zweiten sein, oder mit anderen
Worten: man kann die Substitution (z, f(z)) mit dem Multiplicator X

ebenso wie die Substitution (z,/—!(z)) mit dem Multiplicator Jl( als
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in welchem Falle die Substitutionen vertauschbar heilsen, und denken
wir einer der Substitutionen die Normalform

fiix) =z+k oder fi(x)=
gegeben, und ist

b
L@ = titg

8o ist der Annahme gemiils entweder

azx+b __ ax+k)+d
cx+d+

Im ersten Falle mufs

a+ck = ga, b+dk=g9(ak+b), c=9c, d=o(ck4d)
sein, wo ¢ ein Proportionalititsfactor ist. Setzt man zufolge ¢ = oc¢
@ =1, so ergibt sich aus d = ck+d c=0. Ist umgekehrt ¢ = 0,
8o muls man wieder ¢ =1 setzen, denn andernfalls mifsten a, d

und b auch verschwinden. Fiir ¢ =0, ¢ =1 wird d=qa und darum
erhilt f,(z) die Gestalt

@) ==k — o+ ¥

az+b __aKz+b
= cwthyta °der K oo i= Kita

d. h. die zweite mit f,(z) vertauschbare Substitution hat dieselbe Form
wie die erste.

Die eindeutigen Functionen mit zwei Substitutionen unserer Art

(z, 4 20) und (z, z 4 20)
sind die doppeltperiodischen.

Weil es nicht mehr als zweifach periodische ein- oder endlich
vieldeutige Functionen einer Variabeln gibt, existirt keine analytische
Function, die drei von einander unabhiingige und vertauschbare Sub-
stitutionen der Form (z, z}%) besitzt, von denen also keine durch
eine Combination der zwei iibrigen darstellbar ist.

Lifst die zu suchende Function F'(z) eine Substitution (z, Kz)
zu, so hat die mit dieser vertauschbare Substitution f,(x) wieder die-
selbe Gestalt, denn jetzt ist

aK=9paK, bK = 9b, ¢c=0Kc¢, d=0d
und somit
o=1, b=0, ¢=0,
d. h. f,(x) wird gleich
a .
irt=K'z.
Wie aber oben 2w und 2@ kein reelles Verhiltnis haben diirfen,
miissen auch hier die Grofsen K und K’ eine besondere Eigenschaft
erhalten. Setzt man
z = eziu‘u’ K — cetm'm, K = chn‘u',

Biermann, Functivnentheoric. 27
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so wird die Function F'(x) mit den Substitutionen (2, Kz), (z, K'z)
in eine Function @ (%) mit den Perioden

1, 20, 2’
ibergehen. Zwischen diesen mufs aber eine homogene ganzzahlige
lineare Gleichung bestehen, und damit wird etwa

’ m+42ue
20 = —- '.“;
und nun:
.m m
K, — e—z,"I“ K— ",
oder

KeK'nw = 1.

§ 67. Functionen mit einer endlichen Anzahl
von Fundamentalsubstitutionen.
Wir legen nunmehr eine endliche Anzahl p von einander ver-
schiedener Substitutionen:
a;x+b; . .
@ fie = (2. 2270 G=1,2,...9

mit der Determinante Eins zu Grunde. Wenn eine eindeutige analy-
tische Function existirt, fiir die

a,x+b;

(c,z+a) F(z)

ist, so bleibt F(x) auch bei den zusammengesetzten Substitutionen :
(@ te e fm@-- )
ungeiindert,

Sagt man, dafs ein System von Operationen eine Gruppe bildet,
wenn die Inverse jeder einzelnen und die Combination irgend zweier
dem Systeme angehort, so constituirt die Gesammtheit der eben ge-
nannten Substitutionen eine Gruppe, die durch die p Fundamental-
substitutionen oder durch p mit Hilfe dieser gewonnenen, nicht in
einander transformirbaren Substitutionen vollstindig bestimmt ist.

Da eine Substitution

(= £ (F2 (- fam@) - --))
(= (8- Hr@) -+ )

sehr wohl identisch sein kann, so ist es moglich, dafs zwischen den
Substitutionen einer Gruppe auch Gleichungen

(e fim(z). ) = (. @), )

bestehen, die man gewifs auf die Form

und eine zweite
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ARG @) - ) =
bringen kann.
Wir wollen in dem Falle reeller und ganzzahliger Substitutionen :
a,z+4b;
(x, ;’_m) (aul,- —_— b,‘C‘ = 1) y

deren Gesammtheit offenbar eine Gruppe bildet, welche keine un-
endlich kleinen Substitutionen enthilt, die Fundamentalsubstitutionen
ableiten, aus denen alle anderen zusammenzusetzen sind.

Ist in einer Substitution
-__ax+b
= cxfd’
wo a stets positiv gedacht werden mag, |¢| < a, ferner
a=mnc+a, |a|<c,

und n, eine ganze Zahl, so wird
- n, + a,xc-:i—dn,d_

Setzt man hier
, +b—n,d +b
T = ni_i_x', T, = a_'% Cd (AL ac’: ;i_' —fl(x))

so erscheint die urspriingliche Substitution als Combination der fol-
genden:
(@, 2+ mn) und (2, f(2)
a,d—bc,=1 ud |¢| > |a].

und zwar ist

Bezeichnet man
1 —cx—d

Cm o extly
und bildet auf die frithere Weise neben einer Substitution z,=ux,+ »,
noch

=x2

1
Ly = ——

&4
und fihrt so fort, dann kommt man endlich zu einer Substitution
b’
= ozt

in welcher der erste Coefficient Null und deren Determinante — b,c,
=1 ist. Die ganzen Zahlen b, und ¢, kénnen nur den absoluten Be-
trag 1 haben und man kann
-1
T =244,

endlich

setzen. Hier gibt die Substitution z, = — zl
r41
xr-{-] =X + (Iy.
27
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Weil alle ganzzahligen Substitutionen der Form (z, z 4 n) durct
Wiederholung aus (z, 4 1) entstehen, lassen sich alle ganzzahligen
Substitutionen mit der Determinante Eins durch Wiederholung und
Vereinigung der zwei Fundamentalsubstitutionen

(€, x4+ 1) und (x, —;—)
erzeugen.

Bezeichnet man die erste mit (z, ¢,(z)), die zweite mit (z, ¢,(z)),
so ist
PIP2P PPy Py(2) = 2.

Ist eine Gruppe linearer Substitutionen vorgelegt, so kann man
in dem Bereiche der unbeschrinkt veréinderlichen Grifse z ein Gebiet
ausfindig machen, in welchem keine zwei einander #quivalenten Stellen
liegen, vorausgesetzt, dafs die Gruppe keine unendlich kleinen Sub-
stitutionen enthiilt oder, wie man sagt, discontinuirlich ist. In dem
Falle der reellen und ganzzahligen Substitutionen mit der Determinante
Eins bestimmt man den genannten Bereich in folgender Weise *):

Da zuniichst die einer Stelle x = §4-i5 idquivalente Stelle

af+p+ine 'y g
= yitdtiy et
zugleich mit z eine positive oder negative Ordinate % besitzt, so kann
man die Stellen z mit negativer Ordinate aulser Acht lassen; die
tibrigen erfillen die positive Halbebene.

Man sieht, dafs in dem Falle, wo die Ordinate von z:

g=—tt——in __z-z
2t 21

az -8
1~x+_6—

z

durch die Transformation (x, ) keine Verminderung erfibrt,

die Beziehung besteht:

. (rz+0)(rz +8) < 1,
denn es ist:

rd(eztB _emtBy _  n S z—%

= yz+&  yx,+4 (yz+8) (yxo+8) = 24
Jetzt beweist man leicht, dals unter den den Bedingungen:

zzy >1, —1<2z4+2,<+1
oder
2P =g47?>1, —3<E<y

geniigenden Stellen keine dquivalenten vorkommen, denn man kann
keine Substitution der Gruppe angeben, durch welche die Ordinate 7
in eine gleiche oder grofsere 5’ iiberginge.

*) Vergl. Hurwitz a. a. O.

po————
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In der That: weil dann
1> (yz+9) (v2,+ 9) = v* (B + ") +2p 05 4-8°
sein miifste, aber schon die Ungleichung
r1yé4 o<1

keine ganzzahligen Losungen p, 0 zuldlst, so ist die Behauptung er-
wiesen.

Die Stellen auf der Grenze des genannten Bereiches, d. h. die
durch die Gleichungen

4 92=1, §=i§l
definirten Stellen, sind paarweise congruent, wie die Anwendung der
Substitutionen
1
(=, z+ 1), (x) ‘—;)
lehrt, sie sind aber niemals einem Punkte innerhalb des Bereiches
dquivalent, da die Substitutionen (z, z-} %) und (x, — %-}-n) die Or-

dinate. 7 ungeiindert lassen und keine Substitution dieselbe vergrofsert.
Die Stellen oo und 4 sind sich selbst congruent, denn es ist

oco=00-4+1 und i=—%-

Der den beiden Bedingungen 2492 =1, § = —% geniigende Punkt

—14iV3 R4
—2-—=es =0

ist der Stelle 41 = —% dquivalent.
Nach all diesen Erérterungen finden wir in der Gesammtheit von
Stellen, fiir welche
B+ >1, —3<E<q
ist und fiir welche bei verschwindendem oder negativem £ auch £°-9?
=1 sein kann, mit Ausnahme der Stellen ¢ und oo lauter inéquiva-
lente Punkte.

Unterwirft man alle Stellen dieses (dem Periodenparallelogramm
analog gebildeten) Bereiches R, einer Substitution

(x a‘z-i-ﬁ‘)
b} y‘x+o‘ ]
so werden bekanntlich die den Gebilden

|2 =8~4n"=1 und z 4 z,= —
entsprechenden Gebilde wieder Kreise oder Gerade, aber niemals kann
auf diesen eine Stelle liegen, die in dem Innern von R, eine dqui-
valente besitzt, Bezeichnet man den R, entsprechenden Bereich mit
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der Substitution f;(z) oder mit I!, so kénnen die durch verschiedene
Transformationen aus R, gebildeten Bereiche R; und R; keinen ge-
meinsamen Bereich haben, indem sonst die aus den letzten durch die
inversen Substitutionen (f;(z), ), (fj(«), ) gewonnenen Bereiche R,
und R, oder R, und I,” selbst einen gemeinsamen Bereich besilsen
und dann enthielte R, fquivalente Stellen.

Daraus folgt, dafs die Gesammtheit der aus dem Bereiche R, ab-
zuleitenden iquivalenten Bereiche die positive Halbebene vollstindig
und einfach erfiillen.

An den urspriinglichen Bereich stofsen die folgenden an:

1
z+1, z-—1, -z
i+ B;

o
und an den Bereich L
7+ 4,

entsprechend:

1
we4v+s,  aqe-n+g  o(F)+e
vie+0+9," p-1)+4+6’ 7;(—%:4"0.'

Die Bereiche x-n haben die Stelle co gemein, und alle iibrigen
Bereiche liegen im Endlichen, und zwar haben diese eine Stelle der
reellen Axe als Begrenzungsstelle, denn dem Punkte oo ist in dem

Bereiche ;':ig' ha congruent. Da aber die Stelle oo Grenzstelle
s i i

unendlich vieler Bereiche 24 n ist, stolsen an jeder rationalen Stelle

unendlich viele Bereiche zusammen. —

In der obenstehenden Figur ist eine Reihe congruenter Bereiche
verzeichnet, und zwar sind darin die Substitutionen angeschrieben, mit
Hilfe deren sie aus dem Anfangsbereiche 2, abgeleitet werden.
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lichen Gruppe unterwirft, so ist klar, dals F'(z) jeden Werth, den
diese Function annimmt, in jedem einzelnen Kundamentalpolygon er-
halten und somit in diesem Polygon unendlich werden und jeden Werth
annehmen mufs. Ferner aber besitzt sie einen und denselben Werth
in jedem Polygon R; gleich oft.

Wollte man die Existenz der Function F(x) nachweisen, so hitte
man eine der Function o(z) analog gebildete Hilfsfunction ¢(z) auf-
zustellen, die in jedem Polygon, das aus einem ersten abzuleiten ist,
einmal verschwindet und nur an den Hiufungsstellen der erst gewihl-
ten Nullstelle z; und den Stellen der abgeleiteten Punktmenge dieser
letzten wesentliche Singularitiiten besitzt. Bezeichnet dann ¢, diese
Hilfsfunction, die in dem ersten Polygon an der Stelle a,, ¢, die-
jenige, welche daselbst an der Stelle b, verschwindet, so wird der
Ausdruck

PPy Py
ST @),
P1Pe .- Py

wo G (z) in dem Bereiche (A) nicht unendlich wird, eine Function,
die innerhalb A vom Charakter der rationalen Function ist und in
jedem Polygon m Nullstellen und » Unendlichkeitsstellen aufweist.

Damit diese blos in dem Bereiche () existirende Function bei
den Substitutionen ungeéindert bleibt, werden aber die Null- und Un-
endlichkeitsstellen besondere Beziehungen erfiillen und G (z) eine be-
sondere Beschaffenheit aufweisen miissen.

Im Falle der doppeltperiodischen Functionen, die im Endlichen
nur aufserwesentlich singulére Stellen besitzen, war die Anzahl der
Null- und Unendlichkeitsstellen in jedem Polygone (Parallelogramme)
dieselbe. Doppeltperiodische Functionen gab es nicht und ferner war
bei den Functionen #t" Grades stets eine Nullstelle durch die » Un-
endlichkeits- und (r—1) Nullstellen bis auf eine Periode bestimmt.

Fir die hier in Rede stehenden eindeutigen Functionen mit linea-
ren Substitutionen in sich, die in ihrem Giltigkeitsbereiche (%) vom
Charakter der rationalen Functionen sind, gelten analoge Sitze.

Vor Allem besitzt jede solche Function in jedem KFundamental-
polygone ebensoviele Null- als Unendlichkeitsstetlen und nimmt dann
auch jeden Werth gleich oft an. Versteht man darnach unter dem
Grade der Function die Zahl, welche angibt, wie oft die Function in
dem Fundamentalpolygone jeden Werth erhilt — wobei die Stellen
unter denselben Bedingungen mehrfach zu zihlen sind, wie bei den
rationalen Functionen —, so wird sich ferner herausstellen, dals es
je nach Art der Gruppe (oder der Fundamentalsubstitutionen), die wir
hier allerdings nicht unterscheiden lernten, keine Functionen gibt, die
vom nullten, ersten oder o' Grade wiiren.
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geschlossenen Wege ein geschlossener Weg (S) in dem Bereiche von
J, der niemals durch die Stellen O oder 1 oder oo fithren kann, weil
ja g (x) diese Werthe nicht annimmt. Daher werden O, 1 und oo stets
aufserhalb des durch S begrenzten Bereiches liegen. Geht man nun
von irgend einer 2, zuzuorduenden Stelle 7, aus, so wird r — als
Function von x angesehen — stets eindeutig und endlich sein, d. h. ¢
wird eine ganze Function von z,, die wir etwa mit f(x) bezeichnen.
Da ihr imaginirer Theil stets positiv ist, muls dann &/ eine ganze
Function sein, deren absoluter Betrag stets kleiner ist als Eins. Dies
ist nicht anders moglich, als wenn f(x) und dann auch g(z) eine
Constante ist. Der Satz ist somit bewiesen.

*) Annales de l'école normale 2¢ série t. 9.
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unendlich viele Stellen des Convergenzbereiches der die Function dar-
stellenden Potenzreihen L3 (z,, «,,...Za|(#?)) verschwindet — wobei
diese Stellen aber (z1®) nicht zur Hiéufungsstelle haben kdnnen — in
entsprechender Weise ausdriicken kann, also als Product einer in end-
lichem Bereiche um die Stelle (/%) nicht verschwindenden Potenzreihe
und einer analytischen Function, die daselbst all die Nullstellen von
F(z,, z,, . ..z,) annimmt. Der einfacheren Schreibweise wegen sprechen
wir von einer Function

F(z, z,, z,, - .. xa),
welche Null wird, wenn alle (» 4 1) Variabeln verschwinden.

Bezeichnet man F(z,0,0...0) mit Fy(x) und setzt voraus, dafs
Fy(z) nicht identisch Null ist, schreibt dann

F(z, z,, ), ...%:) = Fy(2) — Fy (2, z,,...%),
wo F,(z, 0, 0,...0) identisch verschwinden mufs, so kann man eine
positive Grofse g, derart bestimmen, dafs Fy(z) in dem Bereiche:

0<|z[<e
nicht verschwindet und die Potenzreihe fiir F\,(g,, z,, ... Zx) con-
vergirt, ohne dafs eine der Grofsen z,, z,, ...z, Null ist. — Ist o,

eine positive Grofse innerhalb des Intervalles von O bis ¢, und be-
schriinkt man |z | auf den Bereich, wo

o < l|z| < ey,
80 kann man ferner eine positive Grolse ¢ so klein wiihlen, dals fiir
alle Werthesysteme (z, z,, ... z,), welche den Bedingungen geniigen :

|z <@ (v=1,2...%) und ¢, < |z|< 0@,
die Ungleichung besteht

| Fo@)| > | Fy(z, z,,...24)]|,
und dann darf man

ot N (Fuy
F@,o,..a,)  Fo , _F, = F &i\F,
F, -
und

1 oF aF o F, 1 oF,
F oz~ \¢ z ')F.,Z( To"’a'z_"_gl 8:::( )
setzen. Doch weil die Summe

> (R

in dem genannten Bereiche gleichmilsig convergirt, gilt daselbst auch
die Gleichung

1 9F _ 1 oF, __ @ °1F.)

F oz~ F, oz oz F,
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Beginnt die Entwicklung von F,,(x) mit dem Gliede Cz™, so wird

j;l': %1;0 r + ;B(x) ’

und indem

l F ) 2&]3(1)(:,“ Zyy - xn) x—ml-}-,.
0

;{’% %)‘=,=2;$7($1, Loy enn x,,)-x'

gesetzt werden kann, wo P und B, convergente Potenzreihen sind,

so erhdlt man fiir %,— —3f eine Darstellung der Form:

R TPV N P o

r=—w

Man kann jetzt zeigen, dals innerhalb des Bereiches, wo |z,| < @
(v=1,2...n) ist, zu jeder Stelle Werthe von z gehoren, die die
Gleichung
. Fx, z,,...24) =0
befriedigen und dem absoluten Betrage nach kleiner sind als ¢,. In
_ der That: konnte man fiir eine solche Stelle (a,, a,. .. a,) keine Wurzel
der Gleichung
Fy(z) — Fy(z, ay, @y, ... ) =0

finden, deren Betrag kleiner ist als g,, so liefse sich % aa—F in dem
Bereiche, wo |z| < g¢,, in eine blos positive ganze Potenzen von z ent-
haltende Reibe entwickeln, die fiir die in dem Bereiche ¢, < |z | < @,
liegenden Stellen mit der frilheren iibereinstimmen miifste. Doch das

ist unméglich, indem diese Entwicklung ein Glied —':— enthilt.
Heifsen die einer Stelle (z,, z,, ... z,) zuzuordnenden Nullstellen
von F(z, z,, z,, ... %)
W, 28z,
Jede so oft genommen, als die Ordnungszahl anzeigt, so kann man
r

1 oF 1

F 9z Z:x )
in eine fiir alle Werthe von z, deren Betrag kleiner ist als g,, con-

vergente Potenzreihe () entwickeln. Beschrinkt man aber | 2| auf
den Bereich, wo

e<|z|>e¢ und |aW|<|2| (x=1,2...7)
ist, so wird auch
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» L &y (1 yy @Yy 4 . )y
1 0F _ ) + 2(._)._‘1:_(?‘ SRR JCA0 )

F o=z S

r=v

Jetzt gibt der Vergleich der Darstellungen fiir LF %ﬁl die Bezichung:
@)Y 4 (@) - 4 (@ =y =m,

d. h. jeder Stelle (z,, #,, ... 2,) in der Umgebung ¢ von z, =0,
Z,=0,...2, =0 kann man m der Gleichung F = 0 geniigende
Werthe von z zuordnen, deren Betrag kleiner ist als g,.

-

Bezeichnet man die Summe der v'*» Potenzen:
@) + @) + -+ + (@) mit 5,
80 lehrt der Vergleich unserer Darstellungen ferner, dals

Sy =vP_, (2, %, .- Zn)
ist. Setzt man daher

g(x’ Zyy x,,...m,.)=H(x—x("’)-=z’*+glz"*‘+---+g,,,

nnd
G == E [

alm
Q

oder

und bestimmt hieraus die Coefficienten von g(z, z,, ... z,) als ganze
rationale Functionen von s,, s,, ... s,

GH=—35
29, = -5, — 8,9,
MG = — Sy — Sm—19r — * -+ — S1Gm—1,

oder als ganze rationale Functionen der m Potenzreihen

Por(Zy, Tyy ... Z) (=1,2...m),
so sind g, g, ... gm selbst Potenzreihen von z,, z,, ... ., die in der
Umgebung ¢ von », =0, z,=0... z,=0 convergiren. Die m

verlangten Werthe von z ergeben sich als Losungen der Gleichung
mter Grades:

"+ g,(%), Zgy oo ZR)Z "+ - Gl Ty Ty, ... Te) =0,

Da die Vergleichung der zwei Ausdriicke fiir 10F Lot die

~

innerhalb des Bereiches ¢, um die Stelle z =0 giltige Gleichung fiihrt :
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Gleichungssystems nicht verschwindet und bei der Substitution in dic
Entwicklung

F(z, 2, ...2) = (%, T, ... TaJu + (@, Ty, oo« Taur - - -

— wo (x, Z,,...Z,2 die Summe aller Glieder Ar Dimension be-
zeichnet — das Aggregat

(@g9y @yoy - -« Anodu

nicht Null wird, so geht F in eine Function ®@(y, y,, ... y,) iber,
in welcher

(D(!I’ 0, ces O) = ¢0(y) = (aoo, Qioy + o« a"o)"yu
+ (aoo’ Aoy o - a,,o)"+lyp+x +---

nicht identisch verschwindet. Darum lilst sich @ (y, y,, ... y.) in der
Form darstellen:

Clyr+ 71y Yoy - 99 o - 2l Y25 - - 9)]P Y Y1y - - - Un),

worin 9, ¥, ... 7x fir §, =y, — - - - =y, verschwindende Potenz-
reihen sind, indefs die Reihe @(y, y,, ... y) an der Stelle (0) keine
Nullstelle hat. Setzt man die Reibe ¢ wieder in eine Reihe f(z, z,,
Zy, ... %s) um und wahlt eine positive Grofse r so, dals die Reihe f
in der Umgebung r der Stelle (0) nicht verschwindet und die den
Stellen (z) entsprechenden Werthesysteme (y,, y,,...¥.) dem gemein-
samen Convergenzbereiche der Reihen y,, 9,, ... ¥a angehdren, bestimmt
dann die jedem solchen Systeme durch die Gleichung

Yut 4+ =0
zugeordneten u y-Werthe und darauf die zu den verschiedenen Werthe-
systemen gehorigen Systeme z, z,, ... 2., so hat man wieder die
Losungen der Gleichung F(z, z,,...%,) = 0 aus der Umgebung »
der Stelle (0) gefunden.

§ 69. Der Quotient sweier Potenzreihen.

Wir benutzen diese Sitze liber die an einer Stelle (a) verschwin-
dende analytische Function zur Untersuchung des Quotienten zweier
in einer Umgebung der Stelle (0) convergenter Potenzreihen:

Bz, 2y, ... Z,)

B2, 24, - .- T,) )
Sagt man, dals P, durch B, theilbar sei, wenn sich der Quotient in
eine neue Potenzreihe P, entwickeln lilst, so ist P, gewils durch P,
theilbar, wenn $,(0, 0 ... 0) nicht Null ist, und man hat

Pz, 2, ... %) = Po(x, 2, ... Tx) Polz, 2, ... 7).
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Ist §5,(0, ... 0) =0, ohne dafs P, (0 ... 0) gleichzeitig verschwindet,
80 kann man den Quotienten nicht mehr durch eine in der Umgebung
von (0) convergente Potenzreihe darstellen; sollte aber

$0,0...0) und $,(0,0...0)

verschwinden, so kann B, unter gewissen Bedingungen durch $, theil-
bar sein.

Vollfahrt man zunichst die lineare Substitution:
Z =Colt+dcyty 4 -+ conts
=‘ciot+ c“t,—}- +c;,.t,.

—C,.ot+6.1t + +cnn n )
deren Constante wieder so zu wihlen sind, dafs die Determmante des
Gleichungssystems nicht Null ist und die Relhen

By (Coots Croty -« - aot) und  Py(col, 1ol - - - rolb)
nicht identisch verschwinden, so kann man
B, (x, 2,y ... 2y)
=[G Gty b Gy e G By (s by - e )
=ity B (B by, o ),
PBa(x, Zyy ... %)
= [t' +9'l’(tu tw see tu)t'—l'l' °te +g;'(t,, t27 LR tu)] gt“: tn . --tn)
=g,(t, by, - ta) By (ty £y, - )

setzen, wo die Potenzreihen ¢, g3,...g. und gi, gs,...gy fir ver-
schwindende Variabelnwerthe Null sind und

$:(0,0,...0), $,(0,0,...0)
nicht verschwinden. Es besteht demnach die Gleichung:

B, (, 2y ... x,) Gt by, .. t,) _ﬁ.(t,t,,...t,,)
Bolz, 24, ... Z,) Ga(ts by, ... L) Pelty by .. .t,)

Ist R eine positive Grofse derart, dals fiir alle den Bedingungen:
[t]I<R, |{|<R,...|t.] <R
geniigenden Stellen die obigen Transformationen gelten und die Reihen

P, und P, in diesem Bereiche nicht verschwinden, und ist r eine
positive Grdfse kleiner als R, so gewahlt, dals jedem den weiteren
Bedingungen :

<, .6l S
gehorchenden Werthesystemen (¢,, £,,...¢,) zufolge einer der Glei-
chungen:

9t t,...ta)=0 und g,(¢¢,...8)=0
28°*
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nur Werthe
), f®  fm)

entsprechen, deren Betrag kleiner ist als R, so wird
9 (ty th
T B = — ()2,
gl(t’ tlv ,.) H (t t( )

wo 4, ganze Zahlen sind, deren Summe gleich (g — %) ist. Soll nun
P, durch P, theilbar sein, so darf in dem Ausdrucke

t,ty,...t
H(t Py AL, Y “Bl( 1 »)
=1 Bult, ty,. .. t,)
keine der Zahlen 4, negativ sein, denn andernfalls wire der absolute
Betrag desselben in bekannter Weise grofser zu machen als jede vor-
gegebene Grofse, ohne dafs g, verschwiinde. — Man sieht also, dals

die ganzen Zahlen A, nothwendig positiv oder Null, dafs g, und g,
theilbar und somit g > v sein mulfs.

Erinnern wir uns aber, dafs man zwei ganzen Functionen g, ()
und g,(f) stets zwei weitere ganze Functionen

e +hHe" -+ fumy und @'t @ttt g
so zuordnen kann, dafs die Gleichung:
Q) =+ gt 4+ gl
=+ G A G T )
F+ ottt @ttt o,

besteht und hierin die » aus den Grofsen gi,...g, und gi,...g, durch
Addition und Multiplication zusammengesetzten Ausdriicke @,, @,,. ..,
verschwinden miissen, wenn g, durch g, theilbar sein soll, dann er-
halten wir die fiir die Theilbarkeit von B, durch %3, nothwendige
Bedingung: es miissen die Potenzreihen
@ (tiytyye-aty)y oo Pty tyy .. )

fiir jede Stelle der Umgebung r von (0) und daher identisch ver-
schwinden. Dann aber ist

Gibty - t)=ga (b, ta)-(FoCiy - - B) "+ oo - fus(bistyy - - - 8)
=g, 8, . ta) Go(tys . - - Tw)
und
Py(Zs Zyy .- - Zn) =gy (L, 61y - - . ) - ﬁz(t; biyeoola)
Py(z, Ty, Za) =go(Es by, . - ta) - Go(Ey by - tn)%t(t biyoooln)
$i(t: th--- .)
=go(ts tyyeooln) - Pal®, 2y . Zn)

= Balts by, 3)
= Py(Z, %y, ... Tn)* Po(t, ty.. 1)

\
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verschieden sind, d. h. der Quotient kann an unendlich vielen Stellen
unendlich grofs werden, an anderen aber verschwinden. — Der Quotient
hat dann in einer unendlich kleinen Umgebung von (0) #iberbaupt
keinen bestimmten Werth.*)

Ist # > 1, gibt es also mehr als zwei Variable, so constituiren
die Stellen, fiir welche B{ und P verschwinden, eine (2n — 2) fach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit und an jeder dieser Stellen (2, z,’,. . .z,) hat

(1)
der Quotient %1—) wiederum keinen bestimmten Werth.
2

Dieser letzte Satz berubt darauf, dafs die durch die Trans-

formation: _

=4 u, z=2u 4 U,...%Tx=2Tyx+ ts
entstehenden Potenzreihen:
POE w2+ w2t ta), PP+ w2+, z )

keinen an der Stelle u =0, u, =0, ...u, = (0 verschwindenden ge-
meinsamen Theiler besitzen, wenn ${)(x, x,,. . .z.) und PBY' (z, z,,. . .2.)
keinen haben.

In der That ist (', z,’, ... z,) eine Stelle in der Umgebung von (0),

in welcher die Reihen P und R nicht verschwinden, und entspricht
derselben die Stelle

te=t, ti=ty. . ly=t,
und setzt man
t=t 4 v, t=t +0,.. 0=t~ 0.,
so wird
PO + w, 2" + Uy, ... 2%+ th)
=Gt + vt +o,... 0+ 0) BOE +v,...0 + v
PO + u, 2, + Uy, .. Ty A Un)
=Gyt 0, b 0, e 00) TP vy, ),
wobei
G,(t,¢t',...5) und G,(,¢t/,...t)

Null sind. Da aber weder G, (t' + v, ¢,,...%) und G,(¢ + v, ¢/, ... %)
fiir jeden Werth von v verschwindet, kann man

Gt + 0,8 +vy,...t+ vw)
die Form

(0™ 4 8 (0. - 0) 0™ o o g0y, ... 00) PO (v, 0, . .. v0),

*) Vergleiche auch § 23.
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ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden und fiir (z, = #,’ . . . z, = ) selbst
unendlich grofs werden.

Ist endlich sowohl P als auch P an der Stelle (=”) Null, so
hat f(z,, z,,...2.) weder in (z') noch an unendlich vielen Stellen
einer (2n — 4) fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aus einer unendlich
kleinen Umgebung von (') einen bestimmten Werth. —

Die hier genannten nicht reguliren Stellen von f(z,, z,,...z.)
heilsen aufserwesentlich singulire Stellen erster und gweiter Art. Man
definirt also eine solche Stelle (2”) dadurch, dafs man sagt, es gibt
eine an der Stelle (2") verschwindende Potenzreihe R, derart, dafs das
Product

PBo (@15 - - - Za] () f(71, 22, - - - T0)
in einer Umgebung von (2') reguliren Verhaltens, d. h. durch eine
Potenzreihe
Pi (@5 2a|(@))
darstellbar ist, welche aber nicht durch P, theilbar ist. —

Im Falle einer Variabeln geht diese Definition der aufserwesent-
lich singuléiren Stelle gerade in die frither gebrauchte iiber.

Eine Stelle (z,', z,, ...z ) heilst eine wesentlich singulire, wenn
es keine fiir (z, = z,...%s = 2,") verschwindende Potenzreihe der
Beschaffenheit gibt, dafs das Product derselben und f(z,, x,,...zs)
in einer Umgebung von (z') regulir wird. —

Definirt man nun eine analytische Function f(z,, z,,...z,) in
dem gemeinsamen Convergenzbereiche () zweier Potenzreihen

Pi(@y, ... 2a|(@)), Po(2y,...2a](@)

dadurch, dafs man an den Stellen (2"), wo diese Reihen nicht gleich-
zeitig verschwinden,
, , By (z4y-..2, | (a)

f(x’ IS xu) = (!B.((x",”.x—”'im‘;
setzt und an den Stellen (2”), wo beide Reihen Null sind, f(z,,...z.)
den Werth gibt, den der Quotient der aus P, und 35, durch Fort-
setzung gewonnenen und von gemeinsamen Theilern befreiten Reihen
nach Potenzen von (z, — z,”) an der Stelle (z”) besitzt, so ist auf
diese Weise in dem Bereiche (¥) eine eindeutige analytische Function
bestimmt, die nur an denjenigen Stellen, wo sie unendlich oder un-
bestimmt ist, aulserwesentlich singuldre Stellen hat, wihrend sie an
den iibrigen Stellen reguliren Verhaltens ist.

Der Beweis beruht immer wieder auf den Darstellungen der Fort-
setzungen von P, und P, in der Umgebung einer Nullstelle.

Nach diesem Satze wird eine bestindig convergente Potenzreihe
PB(%,,...%s) eine eindeutige Function f(z,, Z,,...z.), darstellen, die
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’

Bo (&, . . .Zx | (a)) darstellbar, wenn nur keine der Reihen C, und C,
identisch verschwindet. Das ist aber nicht moglich, weil mit C, = 0
f(®y,...%a_1, bs) in der Umgebung r der Stelle (0) stets Null und
mit C, == O stets unendlich grofls wére, was der Voraussetzung wider-
spricht, derzufolge diese Function in dem genannten Bereiche endlich
und von Null verschieden ist.

Es folgt somit:

an

@
[(®ys Xy oo Tney, by) = O PY(Z,y, T3, . . . Za—y, ba) 2t = 2 APzt
=0 =
=G|(zn1'|:---z,.__|_)= By + B, z, +"‘+B,,.f1"_'
Ga(%1s@as- - Tpy)  By'+ Bz, + .-+ Byz™
wo B, und B, ganze rationale Functionen von «,, zy,...Zs—; sind
und eine der Functionen B,, B; von Null verschieden sein moge, so
dafs eine der ganzen Functionen G, und G, in z, von m' Grade ist.
Setzt man nun

G, (2, Zy, ... Tu—y) APzt = G (x), gy ... Tuz1)
=0
und vergleicht die Coefficienten gleicher Potenzen von z,, so miissen,
wie man leicht sieht, die Determinanten (m -+ 1)'r Ordnung aus den
Reihen:
AP AP, ... 4D,
AP AP, ... AQ,

1 1 1
AP AP, ... A,

verschwinden. Sucht man dann zu jeder Stelle b, eines in der Um-
gebung r von z, = 0 liegenden Bereiches |z,| < ¢ < r den Grad der
zugehorigen Function f(z,, z,, ... Zs .1, bs) in Bezug auf z,, so bemerkt
man, dafs unendlich vielen Stellen z, derselbe (irad zugehéren mufs.
In jeder Umgebung der Grenzstelle dieser b, werden defshalb die
fritheren Determinanten, deren Glieder A{V jetzt wieder durch A4, zu er-
setzen sind, unabhingig von den Werthen der Variabeln z,, z, ...z,
d. h. identisch verschwinden. Dann aber lassen sich die unendlich
vielen Gleichungen

Avfm + Av—l—lfm—l + ttt + Av-’-mfo =0 (‘V 1, 2,...)
durch (m + 1) in der Umgebung der Stelle #, =0, ...z, = 0 regulire
Functionen von z,,...z, losen, die daselbst nicht simmtlich Null sind.
Indem hiermit

@y oo za)(fo+H1@ + -+ faa]) = _I'Al-"’f(fo'i'ﬁ-’”a‘l‘""!‘fmxi")
=0+ @2+ -+ Pazy
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Function einer Variabeln; ich meine, wenn G(z,, Z,,...2.) die Null-
stellen einer Reihe ganzer rationaler Functionen

91 (%, Ty oo Ta)y G2 (Tys Ty oo Tn)seoe Go(Tyy Zay oo Tn)y -
hat, die der Reihe nach in immer weiteren Umgebungen ¢, einer An-
fangsstelle z. B. der Stelle (0) keine Nullstellen haben.?*)

Wir gehen auf diese Besonderheiten nicht ein und fiberlassen es
dem Leser, die Schwierigkeiten selbst zu ermitteln, welche dem Be-
weise des genannten Problems erwachsen.

§ 71. Das irreductible algebraische Gebilde m'c 8tufe im Gebiete
von n 4+ 1 Grdfsen.

Wir wollen unsere Auseinandersetzungen nicht beenden, ohne
noch einen Ausblick auf besondere Kunctionen mehrerer Variabeln zu
gewihren.

Es sei eine algebraische Gleichung
Gy, 2y, %y, ... 20) =0

von dem m'e® Grade in y vorgelegt und (b, a,, a,, ... a,) sei ein Werthe-
system, welches der Gleichung geniigt, auf dals

() -0+> (L)@ —a)

r=1

+y—b,2—a,...T—a)y+ =0
ist. Wenn die Grofsen
0G
- (52,)

(). (2)

nicht alle verschwinden, so kann man auf unendlich viele Arten n(n4 1)
Constante

0, (A=0,1,2,...n,u=1,2,...2)
80 wiihlen , dafs die Determinante des Gleichungssystemes

)(y—b)+( )(x.—a,)+ -+ (F) @ — ) =t
Oy (.’l—b)+ oy (xl_al)-l' + 2% (x’l_a')_tl

on (Y — b) + @1 (xl - a;) + + Cnn (a:. - a-) = ls
auch nicht verschwindet und darum entspricht jedlem Werthesysteme

(¥, z,,...2,) in der Umgebung von (b, a,,...as) ein Werthesystem
(tos ty+ ... ts) in der Umgebung der Stelle (0).

*) Appell, Acta mathematica Bd. 2 und Biermann, Sltzber der Wiener
Akad. Bd. 89.
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Durch Einfihrung der neuen Grofsen ¢y, ¢,, ... ¢, erhidlt G(y,
Zy,...%s) in der Umgebung von (b, a,,...a,) die Form:

to + (%) by AN (toa by -t-)z +-0n
wo (f,,¢,,...t)u eine homogene Function g'r Dimension ist.

Nach dem Satze des § 68 kann man den genannten Ausdruck in
der Form

(to - "Bo(tn t,, e tn)) (’Ts_o(tor tn s tn)
schreiben, wo 3, (0, O,...0) verschwindet, indefs R, (0, O, ... 0)
endlich und von Null verschieden ist.

Setzt man jetzt
by =PBo(ty, bay ... ta)
und l6st die fritheren Gleichungen nach y — b, , — a,,...%Z, — as
auf, so gehen (# 4 1) fiir §, = - - - = ¢, = O verschwindende Potenz-
reihen

Zy— ay= Py, t,...t) (v=1,2,...n)
Y —b=PBuata(t, by, ... %)
hervor, welche das durch die gegebene Gleichung definirte Gebilde in

der Umgebung von (b, a,, ...a.) darstellen, solange sie convergiren.
Wenn die Determinante

| .'?‘B'.) yo .(3‘13._) |
: th o ati 0‘

(%f:) o (f”;"f:).,

nicht verschwindet, kann man die Grofsen ¢,,¢,,.. ., durch Potenz-

reihen
PO (24, ... Za | (@)
darstellen und es folgt eine Entwicklung der Form:
Yy —b="13(,... 2.|(a)),
aber andernfalls ist eine solche Darstellung unmboglich.

Lifst die ganze Function G(y, z,,...2.) in der Umgebung ihrer
Nullstelle (b, a,,...a,) nach Einfithrung der Bezeichnungen:

y_b=7la z, —a,=§, (V=l,2,...”)
nur die Schreibweise zu: .

(ﬂ,&.,---ﬁ.),‘-l-(n, en---gu)ﬂ+l + tet =¢(ﬂ,gh---§n))

wo die Glieder niedrigster Dimension von hoherer als der ersten Dimen-
sion sind, so bedarf man zur Darsiellung des irreductiblen algebraischen
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Gebildes nter Stufe mehr als ein Functionensystem der obigen Gestalt,
aber doch nur eine endliche Anzahl.

Hat man aber das algebraische Gebilde in der Umgebung jeder
Stelle durch Potenzreihen in » Hilfsvariabeln ausgedriickt, so kann
man das Verhalten jeder rationalen Function

z=R(y, z,,...x.),

die sich wieder auf die Form

f(y, z, ...z,

@)
bringen lifst, in der f und g ganze rationale Functionen ihrer Argu-
mente sind, in der Umgebung jeder Stelle des Gebildes beurtheilen,
denn man kann sie allgemein in den Quotienten zweier Potenzreihen
von ¢, ¢, ...t entwickeln.

Denken wir Zahler und Nenner des Quotienten im Falle der ge-
meinsamen Nullstelle f; = ... =1{, =0 von gemeinsamen Theilern
befreit und behdlt der Nenner hierbei die Nullstelle, so nenne man
die aulserwesentlich singulidre Stelle von der p'*® Ordnung, wenn das
Glied niedrigster Dimension im Nenner die p'* Dimension besitzt.

Zwischen z und z,, z,, ...z, besteht eine algebraische Gleichung.
Um diese zu erhalten, bilde man das Product

[T —Rym,2,.. .00 =
“

wo y® die zu einem Werthesysteme z,, ...z, gehdrigen Werthe von
y sind, und setze

- Pz, Ty, ... 2y)
P&, 2. .. Ty ’

Pim(g, z,,...2s) = 0.
Die Function ¥ ist irreductibel oder die ganzzahlige Potenz einer
solchen,
Nehmen wir ein System % rationaler Functionen
2, = R,(y,z,,...22) (w=1,2,...n)
auf und fragen nach den Stellen (y, z,,...2,), fiir welche diese

Functionen vorgegebene Werthe erhalten, so miissen die Werthe von
Z,,...Zs den n algebraischen Gleichungen

P2y, Zyy...25) =0 (v=1,2,...0)
geniigen. Den einer Losung z,’ ...z, zugehorigen Werth von y oder
die entsprechenden y-Werthe miissen den Gleichungen
Gy, z,...2,) =0 und 8, — R,(y,%,,...2.) =0 (v=1,2,...n)
genligen.

Jetzt mufs sich zeigen lassen, dafs bei gehoriger Zahlung der viel-
fachen Stellen das gegebene System rationaler Functionen jedes Werthe-
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system (2, ...%,) im Allgemeinen an gleich viel Stellen (z,,...2, ¥)
annimmt*). Die Zahl, welche angibt, an wie viel Stellen ein System
von n rationalen Functionen die Werthe z,, ...z, erhilt, heifse wieder
der Grad des Systems. ;

Die Zihlung der vielfachen Stellen z. B. einer Unendllcllkeltsstelle
vollziehe man nach folgender Definition:
Ist
R, (y,x,,...ua)
in der Umgebung einer Stelle (2, z,"...z,") des Gebildes in der Form
B ...t
P e, e t,)
darstellbar und verschwinden alle n Potenzreihen 1® an der Stelle (0),
die Reihen § aber nicht, so heifse das Functionensystem R,,... R,
von der p' Ordnung unendlich, wenn die Determinante

ap o

l

i

| 2% oR
ot, ' oty |

in eine Potenzreihe zu entwickeln ist, die mit Gliedern der (u — 1)t»
Dimension beginnt.

Existirt kein System rationaler Functionen, welches nur ¢ Un-
endlichkeitsstellen erster Ordnung besitzt, gibt es aber Kunctionen-
systeme, die an (¢ 4 1) beliebig gewiihlten Stellen von der ersten
Ordnung unendlich werden, so nenne man ¢ wieder den Rang der
algebraischen Gleichung G = 0.

Liegen (n 4+ 1) rationale Functionen
=R, (y,%,...2), (v=1,2...%) und 9= R.4.(y, z,,...x.)
vor, die (n 4 1) verschiedene Systeme der friiheren Art constituiren,
und deren Grade
By fyy - Wnty
heifsen mégen, so gehoren zu einem Werthesystem &/, &,,... & der

*) Im Falle cines Gebildes hoherer als erster Stufe kann es niimlich Mannig-
faltigkeiten von Stellen (y, ®,...x,) geben, fiir die allec rationalen Kunctionen
unbestimmt werden und darum ist oben die Beschriinkung durch den Zusatz ,,im
Allgemeinen*t nothwendig.

Bicrmann, Functionentleorie. 29
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ersten % rationalen Functionen vom Grade u, u, Werthesysteme
Y, Z,,...%s und u, Werthe %, die aus einer Gleichung
I'(n,§,...50)=0
hervorgehen.
Diese Gleichung ist die Transformirte der gegebenen. Man kann
sie umgekehrt in die letatere transformiren, wenn nur einmal einem

Werthesysteme £, ... E, @, verschiedene Ldsungen 7 entsprechen,
oder wenn bei der Bildung des Productes

‘ Eor1(n Ers--- )
— 1 @) ) 1)) o A FIUD B0t Ba
l;l(ﬂ 1&n+l(y ,xl )...x:)) q;ﬂ+l(€““'§') »
wo a(,...z®, yb die zu § ...E, gehbrendem Werthesysteme z,,
...Z%u, y bezeichnen, ¥,,, irreductibel und nicht die ganzzahlige
Potenz einer irreductiblen Function ist.

Die durch die algebraischen Gleichungen
Gy, z,...2,) =0 und I(y,&,...5,)=0

definirten Gebilde n'er Stufe im Gebiete von (n 4- 1) Grofsen, deren
Stellen (wieder nur im Allgemeinen) einander wechselseitig entsprechen,
rechne man zu einer Klasse und deren cliarakteristische Zahl ist der
frither definirte Rang o, denn dieser ist fiir jedes Individuum der
Klasse derselbe.

Nach diesen Definitionen ist ersichtlich, wie man wieder die Mono-
genitiit des irreductiblen Gebildes zu beweisen hat.

Es entsteht nun auch die Frage, ob die algebraischen Gebilde
nter Stufe im Gebiete von % 4 1 Grofsen durch eindeutige transcendente
Functionen von % unabhiingigen Variabeln z,,...z, zu losen sind,
d. . ob man z,,...2., y als eindeutige Functionen von n Variabelu
%,, ... us betrachten kann:

Zy=[y(Uy,%y,... %) (v=1,2,...8), y=/fap1(%,, ty,... %),
die in der vorgegebenen algebraischen Beziehung steheu.

Es ist zu vermuthen, dafls die Gleichungen G(y, z,,...x,) =0
ersten Ranges durch 2z fach periodische Functionen zu ldsen sind,
die im Endlichen keine wesentlich singulire Stelle besitzen®). Hier
ist unter einer 2 fach periodischen Function f(u,, u,,...u,) eine
Function der Beschaffenheit verstanden, dals fiir 2n Systeme con-
stanter Grofsen

(Ph, PR, ... PW) A=1,2,...2%)

*) Vergleiche die Siitze von Weierstrass ,iiber die 2nfach periodischen
Functionen von n Variabeln* in dem Journal fiic reine und angewandte Math,
Bd. 89.
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bei beliebigen Werthen von u,, u,,...u, die Gleichungen
fu, 4+ POy uy+ PP, ..t + PP) = [ (1, thy, . - . tha)
(A=1,2,...2n)
und ferner die Relationen:

2n 2n
(v, + E m PO, .. u, 4 2’”‘ PR = f(1;,...u)
=1

A=1
bestehen, wo m,, m,,...my, willkiirliche ganze Zahlen bezeichnen.
Andrerseits hat man zu erwarten, dals die Gleichungen hdheren
als des ersten Ranges durch Functionen zu losen sind, welche bei der-
selben Gruppe linearer Substitutionen ungeindert bleiben, die aus einer
endlichen Anzahl r von Fundamentalsubstitutionen

<1,, Wutaat -+l +alf) s )
“1 + ol gt al)y nthn + 0! LA
v=1,2,...n, p=1,2...r
zusammenzusetzen sind ¥).

¥) Siehe die Abhandlungen von Picard in dem 1. und 5. Bande der Acta
mathematica.

—_— ——ee—- ——

Verzeichnis bemerkter Druckfehler.

»n

9 Z. 11 v. o. statt ,,wie sich die* lies ,,wie sich fiir die*‘; Z. 13 v. u, statt
n(mmal) lies (nmal),

45 4. 15 v. o. lies ,erfilllen* statt ,erfiille*,

47 2.6 v. 0, lies ¥4 e =0,

58 Z. 11 v, o. ist das Wort ,,nie** zu streichen.

60 Z, 16 u. 17 v. o, lies ,,grolsem* und ,kleinem*,

66 Z. 18 v, o, lies r statt z.

67 Z. 7 v. u. lies |zy — x| statt |y — ).

102 Z. 1 v, u. ist ganz zu streichen.

109 Z. 3 v. u. lies x, statt x,.

115 Z. 12 v. o, lies |f((a))| — & statt |f((@))] — 8.

129 Z. 11 v. u, lies »n(gﬂ — &) statt n(e,‘ — ).

r=1 r—=1

141 Z. 5 v. o. lies ,,wichtigen* statt , richtigen‘.

144 Z. 5 v. u, lies 8, statt d,,.
/
Z

wRBRNENDE

149 Z. 1 v. o, lies ,,den** statt ,,denselben*.

(z _ x“”)" ( zun\#
-2 statt —
u,! p

w wo®

161 Z. 11 v, 0. lies

29%
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S. 162 Z. 11 v. u. lies a, — a; + (x — a,) statt a, - a; + (x — a).

S. 187 Z. 8 v, 0. lies p,_ (x|, statt p(z]ee); Z. 9 v. 0. p,_y(c|x,) statt p(c|x
S. 187 Z. 10 v, o. schalte nach dem Worte ,,Potenzreihentt ,p(x|z,)* ein.

8. 194 Z. 4 v. u. lies g™~y ! gtatt g™y,

. , : 6‘ . 0 ‘

8. 219 Z. 8 v. u. lies ,,von g¢,, 3;’: und* statt ,,von ag: und*:,

>

220 Z. 1, 2, 3 v. 0. lies rechts von den Gleichheitszeichen §, statt £; Z. 3 v, u.
lies R(E,, u,) statt J(E,); Z. 4 v. u. lies u, statt .

222 Z. 5 v. u. lies ,endlichen* statt ,uncndlichen®,
2

Z.9v. o liesy" — A4 n(w—ak)"k=0.
k=1

. 226 Z. 12 v, o. lies 9, ¢y,... 9y, statt ¥, ¥y,... 9,
226 7. 13 v. o. schalte nach dem Worte ,,Grad* kb ein.
240 Z. 14 v. u. lies o, statt a,-

. 252 4.3, 10, 12 v. u. lies F'™ gtatt FIV.

4. 2 u. b lies 8(2) statt P (s).

272 7. 18 v. o, ist dus Wort ,,Gleichung* zu streichen.

e

2]
[
[
*@

978 Z. 13 v. u. lies  © statt % .
la| |a]
289 Z. 1 v. u, lies ¢, 2 statt a, 3

290 Z. 15 v. o, lies %

0

a

mmm RnL R ®
n
<
S
N

statt © 7 “; Z. 2 v. u lies ¢, statt .
Ty (]

wm

296 7. b v. 0. lies — --;I—+1 statt — !l/ +1.

w

L 297 Z. 11 v, u. lies cos nx + ¢ sin nx statt cos nx 4 i siuzx; Z. 10 v. u. lies
cos nx — § sin nx statt cos nxz — ¢ sin z.

S. 298 7. 8 v. o. lies ,,cos x und sin x* statt ,,cos & und sin nx.
S. 800 Z. 9 v. o. lies (n* — 382) statt (x? — 3?).

v o - a X . T 2% Z \n®
S. 306 Z. 2 v. u, lies (l+ E)l‘ und(l+ ;)ut statt (I+ -2) und(l—l— n) .
S. 309 Z. 6 v. 0. lies wann stalt wenn; Z. 2 v, u. lies (w=n41,042,...)

statt (v =1, 04 2,...).
343 4. 18 v. 0. lies w statt 1 u. Z. 6 v. u. lies w statt @.

174

. 338 Z. 3 v. 0. lics cotg mp’ 'n‘;

. 389 lies statt § 61 § 62,
. 391 lies statt § 61 § G3.

€nmn w















JU‘\' z 6 TUA-Q






